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串联六轴机械臂逆运动学几何解法

李旭宇，吴献智
（长沙理工大学  汽车与机械工程学院，湖南  长沙    410114）

摘　要：【目的】提高机械臂运动轨迹的控制精度和快速响应性能。【方法】采用特征点改进串联六轴机械臂

运动学逆解的几何算法。【结果】机械臂末端位姿通过三个特征点表示，将前 5 个关节划分为关节 1、关节 2
和关节 3、关节 4和关节 5三组。前 5个关节的角度由两个特征点确定，每组可得出两种连杆姿态，进而组合

成前 5 节连杆的 8 种姿态，再根据前 5 节连杆的姿态和另一个特征点确定关节 6 的角度。通过与目标末端

位姿进行对比，逆解计算出的转角值所确定的末端位姿无理论上的误差，并且与目标位姿一致。【结论】改

进的串联六轴机械臂几何逆解算法计算过程简单且正确可行。
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Inverse kinematics of geometric algorithm of series six-axis manipulator

LI Xuyu， WU Xianzhi
（College of Automotive and Mechanical Engineering， Changsha University of Science & Technology， Changsha 410114， China）

Abstract： ［Purposes］ In order to improve the control accuracy and fast response property of 
manipulator path. ［Methods］ Feature points are used to improve the geometric algorithm of 
inverse kinematics solution of serial six-axis manipulator. ［Findings］ The end pose of the 
manipulator could be represented by three feature points， and the first five joints are divided into 
three groups： joint 1， joint 2 and joint 3， joint 4 and joint 5. The angles of the first five joints are 
determined by two feature points. And two link poses could be gotten from each group， which could 
be combined into eight poses of the first five links. Then the solution of joint 6 is determined 
according to the pose of the first five links and another feature point. Comparing with the target 
terminal pose， the terminal pose determined by the angle value is calculated by the inverse 
solution had no theoretical error， which is consistent with the target terminal pose. ［Conclusions］ 
The improved geometric inverse solution algorithm of serial six-axis manipulator is simple， correct 
and feasible. 
Key words： six-axis manipulator； inverse kinematics； geometric algorithm； pose analysis；path 
control
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0　引言

近年来，随着工业智能化的发展，机器人在

工业上的使用数量逐年增加，被广泛用于加工、

焊接、装配、运输和喷涂等领域。在机器人技术

的发展过程中，对机器人性能的要求也越来越

高，特别是在某些特殊的应用场合，要求极高的

轨迹精度。逆运动学在机器人学中占有非常重

要的地位，是机器人技术的基础，影响着机器人

轨迹控制的快速性与准确性［1］。因此，对逆解算

法的研究有很重要的现实意义。

逆运动学的求解须先建立运动学模型，当前

研究主要采用 D-H 参数法和旋量法［2-5］建立模

型。当前逆运动学主要求解方法有封闭解法（解

析解）、数值解法（迭代解）和智能算法等。封闭

解法分为代数法和几何法［1，6］。数值解法［7］是通

过迭代方式进行逆解计算，计算精度高，需要注

意的是，迭代法是在局部范围内求解，需要给定

一组初始值，而初始值的大小会影响最终结果，

迭代过程会增加计算时间。智能算法如遗传算

法［8］、粒子群算法［9-12］和神经网络等均存在计算

量大、局部收敛和涉及大量参数选择等问题，其

中反向传播（back propagation，BP）神经网络、径向

基函数（radial basis function，RBF）神经网络等算

法［13-16］的计算精度高、预测性能好，但是计算时

间长，不利于算法的快速性提升。基于旋量理论

的运动学逆解［17-19］求解算法相对简单且计算精

度高，但在确定最优解时需要对计算结果进行筛

选，并且最终解不能很好地明确实际机械臂姿

态。代数法同样需要对计算出的解进行判断，然

后筛选出符合要求的解［20-21］。

几何算法［22-23］是根据机械臂的姿态求解运

动学逆解，其计算结果的几何意义明确，计算速

度快，计算结果唯一。目前，几何算法对关节解

的判定方法较为复杂，本文用三个特征点确定

机械臂末端位姿，并对目标末端位姿下机械臂

的姿态进行分析，明确关节间解的关系，简化计

算过程。

1　模型及坐标系的建立

六轴串联机械臂模型如图 1（a）所示。该模型

由 6个旋转关节和 6根连杆组成，其中关节 4～6的

轴线交于一点。为了计算方便将机械臂模型进行

简化，如图 1（b）所示。为方便描述，用 θi 表示关节

i 的旋转角度，Li 表示连杆 i 的长度，｛n｝表示坐标

系，On 表示坐标系｛n｝的原点，xn、yn、zn 表示坐标系

｛n｝的三个坐标轴，n P 表示点 P 在坐标系｛n｝中的

坐标，n xp、
n yp、

n zp 表示点 P 在坐标系｛n｝中的三个

坐标分量，Q1、Q2、Q3 表示确定末端位姿的三个特

征点。

根据机械臂模型建立的坐标系如图 1（b）所

示。｛1｝~｛6｝为连杆坐标系，以连杆 i的轴线与关节

i 的轴线交点为坐标系｛i｝的原点 Oi，zi 轴与连杆 i

的轴线重合，指向下一个关节。｛0｝为基坐标系，原

点 O0 在底部平台上端面的几何中心，z0 轴的方向

与 z1 轴一致。｛m｝为末端坐标系，Om 为机械臂的末

端点，zm 轴方向与 z6 轴方向一致。以图 1所示机械

臂姿态为初始姿态，此时 θ1 ∼ θ6 的值均为 0。
此外，关节 1、4、6 分别绕坐标系｛1｝、｛4｝、｛6｝

的 z 轴旋转，关节 2、3、5 分别绕坐标系｛2｝、｛3｝、

｛5｝的 x 轴旋转。令旋转轴的正方向垂直纸面向

外，逆时针旋转时角度值为“+”，顺时针旋转时角

度值为“−”。

图 1　机械臂模型及连杆坐标系

Fig. 1　Mechanical arm model and link coordinate system
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2　运动学求解

2.1    正运动学求解

正运动学是通过给定各关节的角度 θi，求末

端坐标系｛m｝（即末端位姿）相对于基坐标系｛0｝的

齐次变换矩阵 0
mT。

0
mT = 01T ⋅ 12T ⋅ 23T ⋅ 34T ⋅ 45T ⋅ 56T ⋅ 6

mT （1）
式中：01T为坐标系｛1｝相对于坐标系｛0｝的齐次变

换矩阵，12T、23T、34T、45T、56T、6
mT依次类推。

2.2    逆运动学求解

逆运动学是通过给定目标末端位姿，求解机

械臂由初始姿态运动到目标末端位姿时各关节转

动的角度 θi。目标末端位姿下机械臂的某一姿态

如图 2所示。假定末端坐标系｛m｝的原点 Om 与 Q1
重合，zm 轴方向由 Q2 确定，xm 轴方向由 Q3 确定，

Q1、Q2、Q3 不共线。运动学逆解以此机械臂姿态为

基础进行求解。

Q1、Q2 和Q3 相对于坐标系｛0｝的坐标如下：

0Q  1 = ( )0 xQ  1，
0 yQ 1，

0 zQ  1

0Q  2 = ( )0 xQ  2，
0 yQ 2，

0 zQ  2

0Q  3 = ( )0 xQ  3，
0 yQ 3，

0 zQ  3

（a） 机械臂位姿

（b） 连杆坐标系位姿

图 2    目标位姿下机械臂的姿态

Fig. 2　Mechanical arm pose under the target attitude

各关节角度的转动范围是从图 1 所示的机械

臂初始姿态运动到图 2 所示的机械臂姿态时关节

转动的范围。在图 2（b）中，θ1 是 x0 与 x1 所形成的

夹角，坐标系｛1｝相当于由坐标系｛0｝绕 z0 旋转 θ1
得到；θ2 是连杆 1 的延长线与 z2 形成的夹角，坐标

系｛2｝相当于由坐标系｛1｝绕 x1 旋转 θ2，再沿 z1 平

移 L1 得到；θ3 是连杆 2 的延长线与 z3 形成的夹角，

坐标系｛3｝相当于由坐标系｛2｝绕 x2 旋转 θ3，再沿 z2
平移 L2 得到；θ4 是 x′3 与 x4 所形成的夹角，x′3 是由 x3
沿 z3 平移至 O4 得到，坐标系｛4｝相当于由坐标系

｛3｝绕 z3 旋转 θ4，再沿 z3 平移 L3 得到；θ5 是连杆 4的

延长线与 z5 形成的夹角，坐标系｛5｝相当于由坐标

系｛4｝绕 x4 旋转 θ5，再沿 z4 平移 L4 得到；θ6 是 y′5 与 y6
所形成的夹角，y′5 是由 y5 沿 z5 平移至 O6 得到，坐标

系｛6｝相当于由坐标系｛5｝绕 z5 旋转 θ6，再沿 z5 平移

L5 得到；坐标系｛m｝相当于由坐标系｛6｝沿 z6 平移

L6 得到。

2.2.1    关节 1的解

以图 2（b）中基坐标系｛0｝为基础求解 θ1。如

图 3所示，连杆 3和连杆 4构成一条空间线段，长度

为 L3 + L4；同样，连杆 5 和连杆 6 构成一条空间线

段，长度为 L5 + L6。连杆 1～4 在 x0O0 y0 平面的投

影是直线段 O0O′5。 O′5 为 O5 在 x0O0 y0 平面的投

影。O0O′5 为图 2（b）中的 y1，O0O′5 与 O0 0 yO5 的夹角

为 θ1。

图 3　θ1 示意图

Fig. 3　Schematic diagram of θ1

已知 Q1 和 Q2 相对于坐标系｛0｝的坐标，通过

矢量法可求得O5 相对于坐标系｛0｝的坐标，即
0O5 = ( )0 xO5，

0 yO5，
0 zO5

θ1 的计算如下：
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0O5 =     
Q2Q1 ( )L5 + L6 + Q1 （2）

    
Q2Q1 = Q1 - Q2

||Q1 - Q2
（3）

θ1 = atan2 ( )- 0 xO5，     0 yO5 （4）
式（2）~（4）中：

    
Q2Q1 为 Q2 指向 Q1 的单位向量；

||Q1 - Q2 为 Q1 与 Q2 间的距离；atan2 为用于计算

反正切值的函数。

在关节 1 的角度取值与式（4）的解相差 180°
的情况下，末端位姿也能与目标末端位姿保持一

致，如图 4（b）所示。此时关节 1 的角度值有另一

解 θ′1，θ′1 的计算式如式（5）所示：

θ′1 = atan2 ( )0 xO5，     - 0 yO5 （5）

（a） （b） 
图 4　关节 1 不同解下机械臂状态

Fig. 4　Mechanical arm pose under different solution of joint 1
2.2.2    关节 2和 3的解

在任意位姿下连杆 1~3 形成一个平面。将坐

标系｛1｝沿 z1 轴平移 L1 得到坐标系｛1′｝，坐标系｛1′｝
的原点 O1′ 与 O2 重合，x1′ 与 x2 重合。以｛1′｝的

z1′O1′y1′ 平面（即连杆 1～3 所在的平面，如图 5 所

示）为基础求解 θ2 和 θ3，可将 θ2 和 θ3 的求解由空间

转换到平面。O5 相对于｛1′｝的坐标如下：
1′O5 = ( )1′xO5，

1′yO5，
1′ zO5

z1′ 轴相当于图 2（b）中连杆 1 的延长线，O2O3
的延长线相当于图 2（b）中连杆 2的延长线，如图 5
所示。图 5 中 ∠z1′O2O3 是关节 2 的解 θ2，O2O3 的延

长线与O3O5 的夹角是关节 3的解 θ3。

图 5　θ2 和 θ3 示意图

Fig. 5　Schematic diagram of θ2 and θ3

1′O5 = ( )1， 0 xO5
2 + 0 yO5

2 ，0 zO5
2 - L1 （6）

a1 = arccos L1 2 + ( )L3 + L4
2 - ( )1′yO5

2 + 1′ zO5
2

2L2( )L3 + L4
   （7）

a2 = arccos L2 2 + 1′yO5
2 + 1′ zO5

2 - ( )L3 + L4
2

2L2 1′yO5
2 + 1′ zO5

2
   （8）

a3 = atan2 ( )- 1′yO5，     1′ zO5 （9）
式（6）~（9）中：1′O5 是 O5 相对于｛1′｝的坐标；1′xO5、
1′yO5、

1′ zO5 表示O5 在坐标系｛1′｝中的三个坐标分量。

考虑到余弦定理求得 a1 和 a2 的取值范围是

［0，π］，a3 的取值范围是（−π，π］，以及确定关节角

度值的“±”。θ2 和 θ3 的计算式如式（10）所示：

{θ3 = a1 - π  
θ2 = a3 + a2

（10）
在关节 3 的角度取值与式（10）中 θ3 相反（即

取 - θ3）的情况下，机械臂末端也能运动到目标末

端位姿，如图 6（b）所示，此时关节 2的角度值有另

一解 θ′2，θ′2 和 θ′3 的计算式如式（11）所示：

{θ′3 = π - a1   
θ′2 = a3 - a2

（11）

（a） （b） 
图 6　关节 3 不同解下机械臂状态

Fig. 6　Mechanical arm pose under different solution of joint 3
关节 1 的解取不同值时，关节 2 和关节 3 的解

是不一样的。在关节 1 取 θ1 时采用式（6）～（11）
计算关节 2 和关节 3 的角度。当关节 1 取 θ′1 时，式

（10）中的计算式应改为式（12），如下所示：

ì
í
î

θ3 = π - a1                     
θ2 = -( )a3 + a2

（12）
式（11）中的计算式应改为式（13），如下所示：

{θ′3 = a1 - π  
θ′2 = a2 - a3

（13）
2.2.3    关节 4和 5的解

将图 2（b）中坐标系｛3｝沿 z3 轴平移 L3 + L4 得

到坐标系｛3′｝，坐标系｛3′｝的原点 O′3 与 O5 重合。

以坐标系｛3′｝为基础求关节 4 和关节 5 的解。将

Q1 分别在 x3′O3′y3′和 z3′O3′y3′平面投影，在 x3′O3′y3′平
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面的投影点为 Q′1，∠y3′O3′Q′1 即为关节 4 的解 θ4，

∠  z3′O3′Q1 即为关节 5 的解 θ5，如图 7 所示。考虑到

关节 1、2、3的解取不同值时的影响，求关节 4和关

节 5角度时，用齐次变换矩阵 03′T = 01T ⋅ 12T ⋅ 23T ⋅ 33′T

的逆求解 Q1 相对于坐标系｛3′｝的坐标值。θ4 的计

算过程如下：

( )3′Q1 1 T = ( )01T ⋅ 12T ⋅ 23T ⋅ 33′T
-1( )Q1 1 T   （14）

θ4 = atan2 ( )- 3′xQ  1，     3′yQ  1 （15）
式中：3′Q1 为 Q1 相对于｛3′｝的坐标；3′xQ  1、

3′yQ  1 分别为

Q1 在坐标系｛3′｝中 x轴和 y轴上的分量。

图 7　θ4 和 θ5 示意图

Fig. 7　Schematic diagram of θ4 and θ5

关节 4 的角度与式（15）计算的角度在相差

180°的情况下，机械臂末端也可以运动到目标末

端位姿，如图 8（b）所示，此时关节 4 有另一解 θ′4，
如式（16）所示：

θ′4 = a tan 2 ( )3′xQ  1，     - 3′yQ  1 （16）

（b） （a） 
图 8　关节 4 不同解下机械臂状态

Fig. 8　Mechanical arm pose under different solution of joint 4
如图 7所示，若通过余弦定理或反余弦函数求

关节 5 的解，取得的值为正值（余弦定理取值范围

是［0，π］）。关节 4的解取不同值时，关节 5的解会

出现“±”不同的情况，故通过余弦定理或反余弦函

数求关节 5的解时，应根据关节 4的解来判断关节

5解的方向（“±”）。

当关节 4的角度为 θ4 时，关节 5的角度 θ5 的计

算式如式（17）所示：

θ5 = -arccos 3′ zQ 1
L5 + L6

（17）
当关节 4的角度为 θ′4 时，关节 5的角度 θ′5 的计

算如式（18）所示：

θ′5 = arccos 3′ zQ  1
L5 + L6

（18）
2.2.4    关节 6的解

如图 2（b）所示，当机械臂末端位姿与目标末

端位姿一致时，Q3 到 zm 轴的垂线与 xm 轴平行。给

定 Q3 相对于基坐标系｛0｝的坐标值，关节 6的解 θ6
的计算式如下：

( )0Q3 1 T = 05T -1( )5Q3 1 T
（19）

θ6 = atan2 ( )5 yQ3，     5 xQ3 （20）
式（19）~（20）中：5Q3 为 Q3 相对于｛5｝的坐标；5 xQ  3、
5 yQ  3 分别为Q3 在坐标系｛5｝中 x轴、y轴上的分量。

综上可知，机械臂末端位姿与目标末端位姿

一致时，关节 1 有两个解，关节 2 和关节 3 有两组

解，关节 4 和关节 5 有两组解，组合可得到 8 组解。

根据前 5 个关节的解计算得到关节 6 的解。目标

末端位姿下机械臂各关节解的确定步骤如下：首

先确定关节 1的解（两个解任选其一），接着确定关

节 2和关节 3的解（两组解任选其一），然后确定关

节 4 和 5 的解（两组解任选其一），最后计算关节 6
的解，从而得到机械臂的 8 组运动学逆解，如表 1
所示。

表 1　各关节解的组合

Table 1　Combination of solution of joints
组合编号

1
2
3
4
5
6
7
8

关节 1
θ1
θ1
θ1
θ1
θ′1
θ′1
θ′1
θ′1

关节 2
θ2
θ2
θ′2
θ′2

-θ2
-θ2
-θ′2
-θ′2

关节 3
θ3
θ3
θ′3
θ′2

-θ3
-θ3
-θ′3
-θ′3

关节 4
θ4
θ′4
θ4
θ′4
θ4
θ′4
θ4
θ′4

关节 5
θ5
θ′5
θ5
θ′5
θ5
θ′5
θ5
θ′5

关节 6
θ6
θ6
θ6
θ6
θ6
θ6
θ6
θ6

3　验证结果

验证方法一般有两种，一是给定末端位姿矩

阵，通过逆解算法计算出关节角度的解，再根据关

节角度计算出末端位姿矩阵，将末端位姿矩阵的
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计算值与给定值进行对比；二是给定一组关节角

度值，通过正运动学计算出末端位姿矩阵，再根据

此位姿矩阵按逆解算法计算出关节角度的解，将

关节角度的计算值与给定值对比。

本研究给定三个特征点相对于基坐标系｛0｝
的坐标值，验证方法是将三个特征点坐标的给定

值与计算值在末端坐标系｛m｝下进行对比。用
mQ (1)1 、mQ (1)2 、mQ (1)3 表示三个特征点的给定值在坐标

系｛m｝下的坐标，用 mQ (2 )1 、mQ (2 )2 、mQ (2 )3 表示三个特征

点的计算值在坐标系｛m｝下的坐标。

给定 0Q1、0Q2、0Q3，根据 Q1、Q2、Q3 与末端坐标

系｛m｝的几何关系，计算 Q1、Q2、Q3 相对于末端坐

标系｛m｝的坐标 mQ (1)1 、mQ (1)2 、mQ (1)3 。通过式（2）~（20）
计算关节 1～5的解，再用式（1）求得齐次变换矩阵
0

mT。根据 0
mT与 0Q1、0Q2、0Q3 计算 Q1、Q2、Q3 相对于

末端坐标系｛m｝的坐标 mQ (2 )1 、mQ (2 )2 、mQ (2 )3 。将 mQ (1)1 、
mQ (1)2 、mQ (1)3 分别与 mQ (2 )1 、mQ (2 )2 、mQ (2 )3 进行对比，若均

一致则说明计算过程无误。

验证时给定参数值如下：

L1=254.0，L2=225.0，L3=150.0，L4=67.3，L5=
40.0，L6=20.0，

0Q1 = ( )100， 80， 150
0Q2 = ( )185， 150， 100
0Q3 = ( )160， 90， 130

当末端坐标系｛m｝与目标位姿一致时，Q1 与

末端坐标系｛m｝原点 Om 重合；Q2 在 zm 轴的正半轴

上；Q3 在 zm 轴上的垂足与 Q3 的连线同 xm 轴的正半

轴平行。通过几何关系计算 mQ (1)1 、mQ (1)2 、mQ (1)3 ，如下

所示：
mQ (1)1 = ( )0， 0， 0

mQ (1)2 = ( )0， 0， 120.93
mQ (1)3 = ( )30.63， 0， 56.22

选取式（4）、式（10）、式（15）、式（16）、式（20）
的计算值为关节 1～关节 6的一组解，求解齐次变

换矩阵 0
mT，计算出 0

mT的逆矩阵，得到 mQ (2 )1 、mQ (2 )2 、
mQ (2 )3 的解。

( )mQ (2 )1 1 T = 0
mT

-1( )Q1 1 T
（21）

( )mQ (2 )2 1 T = 0
mT

-1( )Q2 1 T
（22）

( )mQ (2 )3 1 T = 0
mT

-1( )Q3 1 T
（23）

式（21）~（23）的计算结果如下：

mQ (2 )1 = ( )0， 0， 0
mQ (2 )2 = ( )0， 0， 120.93

mQ (2 )3 = ( )30.63， 0， 56.22
对比结果如下：

mQ (1)1 - mQ (2 )1 = ( )0， 0， 0
mQ (1)2 - mQ (2 )2 = ( )0， 0， 0
mQ (1)3 - mQ (2 )3 = ( )0， 0， 0

用上述验证方法，分别对表 1中的 8组解进行

验证。分析对比结果可知，逆解算法所确定的机

械臂末端位姿与目标末端位姿是一致的。

4　结论

本研究对末端目标位姿下的机械臂姿态进行

分析，以连杆间姿态的相互关系为基础，引入特征

点对串联六轴机械臂运动学问题进行求解，然后

对比计算得出的末端位姿与目标末端位姿，验证

该算法的准确性和有效性。

在逆解算法中用三个特征点表示末端位姿，

使末端姿态的描述更加简单，将之与连杆姿态相

结合，有效地简化了计算过程。对机械臂连杆进

行划分，确定每个解与连杆姿态的关系，使解的几

何意义更加明确。

逆解算法具有结果唯一、计算精度高的特点，

符合机械臂轨迹控制要求。在应用该算法规划机

械臂轨迹时可以极大地减少计算时间，提高运算

效率，在实时轨迹控制中有较高的应用价值。
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