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高速公路主线的鲁棒限速控制
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摘　要：将高速公路限速系统视为一个不确定性系统，该系统应当具备一定的鲁棒性与鲁棒稳定性，即对其

中每一个对象都可以保证其反馈系统的内稳定。为了增强高速公路限速系统的鲁棒性与鲁棒稳定性，运用

基于宏观交通流模型建立非线性状态方程的方法，使模型在一定扰动的情况下保持稳定。采取以下几个步

骤进行分析和运算：①从整个不确定性仿射非线性系统出发，寻找它的公称状态空间模型；②应用状态反馈

线性化方法，把公称的仿射非线性系统严密线性化；③通过考虑仿射非线性系统的不确定性，使得反馈线性

化系统可以用加法不确定性线性系统或乘法不确定性系统来描述；④针对反馈线性化系统，用Ｄ －Ｋ 迭代法

或μ－Ｋ 迭代法进行线性鲁棒控制器设计；⑤把线性鲁棒控制器回代到仿射非线性系统中，从而得到非线性

鲁棒控制器。进而将这种方法运用在实际算例中，检验了该方法的实用性与可靠性。
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　　高速公路是连接城市与城市、城市与地区的
纽带，是交通的大动脉之一，对城乡经济的发展起
着非常重要的作用［１］。近几年汽车保有量的急剧
增加，导致交通需求快速增长。而日益增长的交
通需求，又导致高速公路上周期性的、非周期性的
交通阻塞日趋增多，而交通事件的发生使得交通
阻塞进一步加剧［２］。出于对改善高速公路交通堵
塞现状的考虑，经典的控制系统设计方法要求有
一个确定的数学模型，在名义系统上进行分析和
设计，然后考虑模型的误差，用仿真的方法来检验
实际系统的性能。虽然限制车速是最有效安全的
措施之一［３］，但在一定的特殊条件（外界因素变动
等）干扰下其稳定性不佳。

近年来，很多学者致力于研究智能算法在交
通领域的应用，并将其应用于高速公路的可变限
速研究中。目前，国内外使用较多的智能算法有
神经网络、模糊控制等［４－８］。智能算法区别于经典
算法，其优点在于在一定程度上改善了系统在非
线性和外部因素干扰下的稳定程度，但也存在一
定的弊端，即在计算方面提取困难，且算法复杂，

不能保证在外部因素较为多变的情况下的鲁棒稳
定程度。

基于此，作者采用基于宏观交通流的鲁棒控
制算法。鲁棒控制的概念自１９７２年加拿大多伦
多大学Ｄａｖｉｓｏｎ首次提出至今，已被广泛运用于
多个工业科学领域中［５－８］。在高速公路的优化控
制方面，鲁棒控制的方法也得到了许多运用，在匝
道控制、主线与匝道融合协调控制等发面都有所
涉及［９］。鲁棒控制方法的要点及原理是保证系统
的鲁棒稳定性，即设计一个控制器Ｃ，使集合ｐ中
的每一个对象都能保证反馈系统的内稳定（对于
基本反馈回路，当回路内所有传递函数均稳定时，
系统为内稳定）［１０］。本研究将讨论在高速公路主
线存在诸多外界不确定性因素干扰的情况下，建
立非线性状态反馈方程，利用非线性系统的严密
反馈线性化方法，将状态反馈非线性系统严密线
性化并进行线性鲁棒控制器设计，之后将其回代
到仿射非线性系统中，进而得到非线性控制器，以
取得最佳控制效果。

１　限速状态下交通流模型的构建

对于近似线性系统，如果状态反馈 Ｈ ! 控制

问题是可解的，那么对于原来的非线性系统，状态

反馈非线性Ｈ ! 控制问题也是可解的。在高速公

路主线限速控制系统中，需得到一个类似于非线

性系统：

ｘ
·
＝ｆ（ｘ）＋ｇ１（ｘ）ｗ＋ｇ２（ｘ）ｕ；

ｚ＝ｈ１（ｘ）＋ｊ１２（ｘ）ｕ。

式中：ｘ∈Ｒｎ 是状态向量；ｗ∈Ｒｍ２为控制输入；

ｚ∈Ｒｐ１是评价输出；ｆ，ｈ１ 和ｇｉ（ｉ＝１，２）是充分光

滑的已知函数，ｆ（０）＝０，ｈ１（０）＝０。

如果要该非线性系统 Ｈ ! 控制问题有解，只

需将其线性化并得到控制器Ｃ，之后将其回代求

解。

１）模型假设。

根据 Ｋｏｔｓｉａｌｏｓｅ等建立的宏观交通流模型，

可将整条高速公路划分为若干边，而每一边作为

研究的一个单位。其划分依据是，每一边最多包

含一个入口匝道或出口匝道。再将每一边划分为

若干段，每一段取长约１００ｍ。边、段分别用ｍ，ｉ
表示。

一般宏观交通流模型表示为：

ｑｍ，ｉ（ｋ）＝ρｍ，ｉ（ｋ）ｖｍ，ｉ（ｋ）λｍ。 （１）

ρｍ，ｉ（ｋ＋１）＝ρｍ，ｉ（ｋ）＋Δｍ，ｉ（ｋ）。 （２）

ｖｍ，ｉ（ｋ＋１）＝ｖｍ，ｉ（ｋ）＋ψｍ，ｉ（ｋ）＋

ｍ，ｉ（ｋ）＋φｍ，ｉ（ｋ）。 （３）

Δｍ，ｉ（ｋ）＝ｑｍ，ｉ－１（ｋ）－ｑｍ，ｉ（ｋ）＋
ｒｍ，ｉ（ｋ）－ｃｍ，ｉ（ｋ）。 （４）

式中：ｑ，ｖ，ρ分别表示流量、速度与密度；

２）模型参数。

参数为：

ｍ，ｉ（ｋ）＝
Ｔ
Ｌｍ
ｖｍ，ｉ（ｋ）［ｖｍ，ｉ－１（ｋ）－ｖｍ，ｉ（ｋ）］。（５）

ψｍ，ｉ（ｋ）＝
Ｔ
τ
｛Ｖ［ρｍ，ｉ（ｋ）］－ｖｍ，ｉ（ｋ）｝。 （６）

φｍ，ｉ（ｋ）＝－
Ｔη
τ
ρｍ，ｉ＋１（ｋ）－ρｍ，ｉ（ｋ）

ρｍ，ｉ（ｋ）＋κ
。 （７）

Ｖ［ρｍ，ｉ（ｋ）］＝

Ｖ１（ｋ）＝ｖｆｒｅｅ，ｍｅ －
１
ａｍ

ρｍ，ｉ（ｋ）

ρｃｒｉｔ，ｍ
（ ）［ ］ａｍ 。 （８）

式中：Ｎｃ 为控制步长；Ｎｐ 为预测步长；Ｔ 为仿真

时间步长。

由此导出边ｍ 的入口排队长度模型为：

ｗｍ（ｋ＋１）＝

４３
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ｗｍ（ｋ）＋Ｔ［ｄｍ（ｋ）－ｑｍ（ｋ）］。 （９）

以及ｍ 边车流量为：

ｑｍ（ｋ）＝ｍｉｎ［ｄｍ（ｋ）＋
ｗｍ（ｋ）
Ｔ

，

Ｑｍ
ρｍａｘ－ρμ，１（ｋ）

ρｍａｘ－ρｃｒｉｔ，μ
］。 （１０）

式中：ｗｍ（ｋ），ｄｍ（ｋ），ｑｍ（ｋ）分别表示边ｍ 的排

队长度、需求及流出量；Ｑｍ，ρｍａｘ，（μ，１）分别表示

匝道容量，最大密度以及连接μ边的第一段。

以上是理想条件下的宏观交通流模型。由于

主线限速，因此还需构建以下限速条件下的交通

流模型：

Ｖ［ρｍ，ｉ（ｋ）］＝

ｍｉｎ［（１＋α）ｖｃｔｒｌ，ｍ，ｉ（ｋ），Ｖ１（ｋ）］。 （１１）

式中：α为限速服从率；ｖｃｔｒｌ，ｍ，ｉ为ｍ 边ｉ段的限速

值。

对于主线入口：

ｑ０（ｋ）＝ｍｉｎ［ｄ０（ｋ）＋
ｗ０（ｋ）
Ｔ

，ｑｌｉｍ，ｕ，ｌ］。（１２）

　　若ｖｌｉｍ，１，１（ｋ）＜Ｖ－１（ρｃｒｉｔ，ｕ），则ｑｌｉｍ，ｕ，１＝λｕ·

ｖｌｉｍ，ｕ，１ （ｋ）ρｃｒｉｔ，ｕ －ａｕｌｎ
ｖｌｉｍ，ｕ，１（ｋ）
ｖｆｒｅｅ，ｕ（ ）［ ］

１
ａｕ

，否 则

ｑｃａｐ，ｕ＝λｕＶ（ρｃｒｉｔ，ｕ）ρｃｒｉｔ，ｕ，ｖｌｉｍ，ｕ，１（ｋ）＝ｍｉｎ［ｖｃｒｉｔ，ｕ，１，

ｖｕ，１（ｋ）］，ｑｌｉｍ，ｕ，１＝ｑｃａｐ，ｕ。

匝道入口处为式（１０）。

下游灵敏度系数η可通过以下方法确定：若

ρｍ，ｉ＋１（ｋ）≥ρｍ，ｉ（ｋ），则ηｍ，ｉ（ｋ）＝ηｈｉｇｈ；否则，

ηｍ，ｉ（ｋ）＝ηｌｏｗ。

据此可以对式（３）进行替换：

φｍ，ｉ（ｋ）＝

－
Ｔηｍ，ｉ（ｋ）
Ｌｍτ

ρｍ，ｉ＋１（ｋ）－ρｍ，ｉ（ｋ）

ρｍ，ｉ（ｋ）＋κ
。 （１３）

由此可得到限速条件下的交通流模型。

２　非线性状态方程的构建

当以第ｍ 边为分析单位时，令

ＸＴ（ｋ）＝｛［ρ１（ｋ），ｖ１（ｋ）］，［ρ２（ｋ），ｖ２（ｋ）］，…，

［ρｎ（ｋ），ｖｎ（ｋ）］｝∈Ｒ
２ｎ＋１。 （１４）

Ｕ（ｋ）＝
［ｒ１（ｋ），ｒ２（ｋ），…，ｒｎ（ｋ）］∈Ｒ２ｎ＋１。 （１５）

式中：Ｘ（ｋ）与Ｕ（ｋ）分别为状态方程的状态变量

与控制向量；ｒｎ（ｋ）表示ｋ时刻第ｎ 边的控制速

度。

式（１４）即表示某时刻：

Ｘ（ｋ＋１）＝ＡＸ（ｋ）＋
Ｆ［Ｋ（Ｘ）］＋（Ｂ＋ΔＢ）Ｕ（ｋ）＋
｛Ｇ［Ｘ（ｋ）］＋ΔＧ［Ｘ（ｋ）］｝Ｍ（ｗ）。 （１６）

式中：ｗ∈［Δ１（ｋ），Δ２（ｋ），…，Δｎ（ｋ）］，表示发生

的扰动导致的ρ，ｖ变化。

ＦＴ［Ｘ（ｋ）］＝｛ｆ１［Ｘ（ｋ）］，ｆ２［Ｘ（ｋ）］，…，

ｆ２ｎ＋１［Ｘ（ｋ）］｝∈Ｒ２ｎ＋１。

　　式（１６）右边的Ａ，Ｂ，ΔＢ 均为（２ｎ＋１）阶矩

阵。

Ａ 中，ａｊｊ＝１（ｊ＝２　Ｋ＋１，ｎ≥Ｋ≥０）；ａｊｊ＝

１－
Ｔ
ｆ
（ｊ＝２　Ｋ，ｎ≥Ｋ≥１），其余元素为０。

Ｂ 中，对角元素ｂ１１ ＝
Ｔ
Ｌ１λ１

，ｂ（２ｎ＋１）（２ｎ＋１）＝

－Ｔ，其对角元素为１；非对角元素为０。

ΔＢ中，Δｂ１１＝
Ｔ
Ｌ１λ１Δ１

，其余元素为０。

Ｇ 中，ｇ１１＝
Ｔ
Ｌ１
，ｇｊｊ＝

Ｔλｊ－１
Ｌｊλｊ

（ｊ＝２　Ｋ＋１，ｎ＞

Ｋ≥１），ｇｊｊ＝
Ｔ
ｆ
（ｊ＝２　Ｋ，ｎ≥Ｋ≥１），ｇ（２ｎ＋１）（２ｎ＋１）＝

Ｔ，其余元素为０。

ΔＧ 中，Δｇ１１＝
Ｔ
Ｌ１Δ１

，Δｇｊｊ＝
Ｔλｊ－１
Ｌｊλｊ

Δｊ（ｊ＝

２　Ｋ＋１，Ｎ＞Ｋ≥１）。

在高速公路限速控制中，控制方法应该是通过控

制车速来达到总出行时间最小的目的，即要使控制

目标Ｊ＝Ｔ ∑
Ｍ（ｋｃ＋ｋｐ）－１

ｋ＝Ｍｋｃ
∑
ｊ∈Ｉｓｅｇ
Ｔρｊ（ｋ）ｖｊ（ｋ）Ｌｊλｊ｛ ｝数值

达到最小。 其中，车道长度Ｌ 与车道数λ为预先

设定好的固定值，车流密度ρ与车速ｖ则为状态

方程中的状态变量。

３　非线性状态反馈Ｈ ! 限速控制模型

１）公称模型的确立。

这里考虑参数不确定性仿射非线性系统：

ｘ
·
＝ｆ（ｐ，ｘ）＋ｇ（ｐ，ｘ）ｕ。

５３
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ｙ＝ｈ（ｐ，ｘ）。

式中：ｐ为物理参数，可表示为ｐ＝ｐ０＋Ｓｐδｐ，ｐ０
为公称值；Ｓｐ 为不确定性的加权；δｐ 为规范化的

不确定性。

公称值存在的意义在于，由于大部分工程中

状态变量是具有不可控制、可以通过检测手段检

测出来、在一定微小幅度内不断变化的微弱变化

量，如：在磁力悬浮系统的控制中，柔性臂在自身

重力等作用下与标准弯曲偏移量有着微小的不

同，此时则需选取公称值来固定这一微小变化量，

从而避免在后续计算中产生误差。

在高速公路系统中，其状态变量Ｘ（ｋ）具体数

值可以通过技术手段直接测得，且不存在于此之

外的微小误差，固其工程模型即为式（１６）本身。

２）非线性系统的严密反馈线性化。

将式（１６）进行变形，得到：

Ｘ（ｋ＋１）＝ＡＸ（ｋ）＋Ｆ［Ｘ（ｋ）］＋
ＢＵ（ｋ）＋ΔＢＵ（ｋ）＋Ｇ［Ｘ（ｋ）］Ｍ（ｗ）＋

ΔＧ［Ｘ（ｋ）］Ｍ（ｗ）。 （１７）

　　令

Ｎ（Ｘ，Ｕ）＝Ｆ［Ｘ（ｋ）］＋ΔＢＵ（ｋ），

Ｌ［Ｘ（ｋ），ｗ］＝
｛Ｇ［Ｘ（ｋ）］＋ΔＧ［Ｘ（ｋ）］｝Ｍ（ｗ）。

则式（１７）可变形为：

Ｘ（ｋ＋１）＝ＡＸ（ｋ）＋ＢＵ（ｋ）＋Ｎ［Ｘ（ｋ），

Ｕ（ｋ）］＋Ｌ［Ｘ（ｋ），ｗ］。 （１８）

　　该系统由三个部分构成：线性项ＡＸ（ｋ）＋

ＢＵ（ｋ）、非线性项Ｎ［Ｘ（ｋ），Ｕ（ｋ）］以及不确定项

Ｌ［Ｘ（ｋ），ｗ］。

仿照上文提出的非线性系统：

ｘ
·
＝ｆ（ｘ）＋ｇ１（ｘ）ｗ＋ｇ２（ｘ）ｕ。 （１９）

其线性项ＡＸ（ｋ）＋ＢＵ（ｋ）、非线性项Ｎ［Ｘ（ｋ），

Ｕ（ｋ）］、不确定项Ｌ［Ｘ（ｋ），ｗ］分别与ｆ（ｘ），

ｇ２（ｘ）ｕ，ｇ１（ｘ）ｗ 相对应。

状态反馈非线性 Ｈ ! 控制问题：对于该非线

性系统和给定的正常数γ，寻找使闭环控制系统：

ｘ
·
＝ｆ（ｘ）＋ｇ２（ｘ）ｋ（ｘ）。 （２０）

渐进稳定，而且满足‖Ｓｚｗ‖Ｌｃ２＜γ的状态反馈规

律ｋ（ｘ）。

在高速公路系统中，要使式（１６）的闭环系统

Ｓｚｗ在!范数上小于给定值γ，ＬＣ２ 应当趋近于 !。

在求解标准 Ｈ ! 控制问题时，常常不是直接解决

‖Ｈ‖!极小化问题，而是首先寻找次优的Ｈ ! 控

制器，使其能镇定闭环系统且‖Ｈ‖!≤γ，然后通

过迭代计算求得最优控制器。

为使状态反馈控制率ｋ（ｘ）满足上述条件，可

引入新的输入向量：

ｕ＝ｃｏｌ（ｖ１，ｖ２，…，ｖｍ）。 （２１）

以及状态变量：

ξ＝ｃｏｌ（ξ１，ξ２，…，ξｎ）。 （２２）

通过非线性状态反馈：

ｕ＝α（ｘ）＋β（ｘ）ｖ。 （２３）

式中：

α（ｘ）＝

α１（ｘ）

α２（ｘ）



αｍ（ｘ）

熿

燀

燄

燅

；

β（ｘ）＝

β１１（ｘ） β１２（ｘ） … β１　ｍ（ｘ）

β２１（ｘ） β２２（ｘ） … β２　ｍ（ｘ）

   

βｍ１（ｘ）βｍ２（ｘ） … βｍｍ（ｘ）

熿

燀

燄

燅

。

以及状态坐标变换：

ξ＝φ（ｘ）。 （２４）

可以把非线性系统（１８）转换成线性系统：

ｘ
·
＝Ａｘ＋Ｂ１ｗ＋Ｂ２ｕ。 （２５）

　　对于近似线性系统，如果状态反馈 Ｈ ! 控制

问题是可解的，那么对于原来的非线性系统，状态

反馈非线性 Ｈ ! 控制问题也是可解的。针对式

（１８）这一非线性方程，为了使其达到线性化的目

的，需找到下述平衡点：

０＝ＡＸ（ｋ）＋ＢＵ（ｋ）＋Ｎ［Ｘ（ｋ），Ｕ（ｋ）］。 （２６）

　　在这个平衡点附近对式（１８）进行泰勒级数展

开，忽略２次以上的项，进行简化后可得２次项与

１次项之间的近似关系式，从而得到线性关系式：

ｘ
·
ｇ ＝Ａｇｘｇ ＋Ｂｇｕｇ。 （２７）

式中：Ａｇ，Ｂｇ 分别为矩阵Ａ，Ｂ 经过泰勒级数展开

后的变型矩阵，将Ａｇ，Ｂｇ 的数据代入后可得到系

统的传递函数：

Ｐ（ｓ）＝（ｓＩ－Ａｇ）－１　Ｂｇ。 （２８）

６３
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　　３）不确定性系统描述。

将高速公路系统视为具有乘法不确定性系

统，其开环传递函数为：

Ｌ（ｓ）＝Ｐ（ｓ）Ｋ（ｓ）。 （２９）

式中：Ｋ（ｓ）为控制器。

其灵敏度与补灵敏度函数分别为：

Ｓ（ｓ）＝［Ｉ＋Ｌ（ｓ）］－１。 （３０）

Ｔ（ｓ）＝Ｌ（ｓ）［Ｉ＋Ｌ（ｓ）］－１。 （３１）

灵敏度函数是控制对象Ｐ（ｓ）的相对变化与输入

输出闭环传递函数的相对变化之比，因此在使灵

敏度函数Ｓ（ｓ）小的频率范围内选择大增益加权

函数Ｗｓ（ｓ）：

‖Ｗｓ（ｓ）Ｓ（ｓ）‖! ＜１。 （３２）

式中：Ｗｓ（ｓ）是稳定的有理标量函数。

由于被忽略的非线性因素导致作为设计模型

的传递函数Ｐ（ｓ）具有不确定性，所以必须考虑不

确定性的控制对象：

Ｐ
～
（ｓ）＝［Ｉ＋Ｗγ（ｓ）Δ（ｓ）］Ｐ（ｓ）。 （３３）

式中：Ｗγ（ｓ）表示乘法不确定性大小的标量频率加

权函数；Δ（ｓ）是稳定的，而且满足‖Δ（ｓ）‖≤１。

对于由式（３３）中所表示的 Ｐ（ｓ），控制器

Ｋ（ｓ）使闭环系统稳定的条件是：

‖Ｗγ（ｓ）Ｔ（ｓ）‖! ＜１。 （３４）

这也是保证闭环鲁棒稳定性的条件。由此可知，

灵敏度函数与补灵敏度函数都需要尽可能的小。

但是，灵敏度函数与补灵敏度函数存在以下关系：

Ｓ（ｓ）＋Ｔ（ｓ）＝１。 （３５）

所以，选择适当的频率加权函数Ｗｓ（ｓ）的值是非

常必要的，它可以保证灵敏度函数与补灵敏度函

数都尽可能的小。

综上所述，式（２４）与式（２６）可归纳为：

Ｗｓ（ｓ） Ｓ（ｓ）

ＷＴ（ｓ） Ｔ（ｓ）
＜１。 （３６）

由此可以得出，在控制器Ｋ（ｓ）稳定化Ｇ 的过程

中，Ｇ（ｓ）与Ｗｓ，ＷＴ 的关系式为：

Ｇ（ｓ）＝

Ｗｓ －ＷｓＰ

０ ＷＴＰ

Ｉ －Ｐ

熿

燀

燄

燅

。 （３７）

因此，该问题转变为寻找控制器Ｋ，使式（３７）所示

闭环系统内部稳定，且

‖Ｆ１（Ｇ，Ｋ）‖! ＜１。 （３８）

这是一个标准的 Ｈ ! 控制问题，通过求解可得控

制器Ｋ。

在确定灵敏度函数与补灵敏度函数时，首先，

把灵敏度函数Ｓ（ｓ）的加权函数Ｗｓ（Ｓ）选择为一
阶的有理函数：

Ｗｓ（ｓ）＝γｓＷ
～

ｓ（ｓ），Ｗ
～

ｓ（ｓ）＝
ｋｓ

１＋
ｓ
２πｆｓ

。 （３９）

　　式（３７）中，参数ｋｓ 和ｆｓ 的选择，应当使加权
函数Ｗｓ（ｓ）在波动较小时具有比较大的增益，而
波动较大时具有较小的增益；参数γｓ 是一个用于
调节加权函数增益的设计参数；γｓ 的数值越大，那
么控制性能越好。但是，受到式（３６）与式（３９）的

制约，其数值应当有一个最大值，否则不存在满足

式（３６）的控制器。

其次，对于补灵敏度函数与其加权函数，应当

选择为一个三阶的多项式：

ＷＴ（ｓ）＝

　ｋＴ １＋
ｓ

２πｆＴ１（ ）１＋ ｓ
２πｆＴ２（ ）１＋ ｓ

２πｆＴ３（ ）。 （４０）
这样选择是因为在对式（１８）展开时忽略了２次以

上的项，使得传递函数Ｐ（ｓ）的分子分母阶数之差
为３。这样选择后，可以使ＷＴ（ｓ）Ｔ（ｓ）的分子分
母具有相同阶数。同样，参数ｋＴ，ｆＴ１，ｆＴ２，ｆＴ３的
选择也应使ＷＴ（ｓ）在波动较大时具有较大增益，

在波动较小时具有较小增益。

４）线性系统状态反馈控制率ｋ（ｓ）的求解。

对于鲁棒控制器的μ综合方法的求解可分为
如下两类。

①针对加法不确定性来描述不确定非线性系

统，经过线性化后，其闭环传递函数矩阵为：

Ｔｙｖ（ｓ）＝
　｛Ｐ（ｓ）＋Ｗ（ｓ）Δ（ｓ）∶‖Δ（ｓ）‖∞ ＜１｝。 （４１）

式中：公称非线性系统经反馈线性化后的传递函

数矩阵为：

Ｐ（ｓ）＝Ｃ（ｓＩ－Ａ）－１　Ｂ。 （４２）

　　②针对乘法不确定性模型：

Ｔｙｖ（ｓ）＝
｛［Ｉ＋Ｗ（ｓ）Δ（ｓ）］Ｐ（ｓ）∶‖Δ（ｓ）‖∞ ＜１｝。

（４３）

ＰＡ（ｓ）＝［Ｉ＋Δ（ｓ）Ｗ（ｓ）］Ｐ（ｓ）。 （４４）

７３
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　　以上称为μ 综合问题，其求解方法可分为

Ｄ －Ｋ迭代法与μ－Ｋ 迭代法两类。现以Ｄ －Ｋ 迭代

法对上述问题进行求解。

假设存在具有不稳定性摄动的线性反馈控制

系统（即通过严密反馈线性化之后所得的线性系

统），其中Ｇ（ｓ）（即本文所处理的ｘ
·
＝Ａｘ＋Ｂ１ｗ＋

Ｂ２μ）是稳定的实有理传递函数矩阵，Δ（即Ｂ１ｗ）

是一个结构不确定性。此类问题可通过选择一个

标度矩阵Ｄ 来进行计算。

对于一个固定的标度矩阵Ｄ，则

ｍｉｎ
Ｋ稳定化Ｇ

‖ＤＦ１（Ｇ，Ｋ）Ｄ－１‖∞ （４５）

是一个标准的Ｈ ∞控制问题。

对于一个固定的控制器Ｋ，则

ｉｎｆ
Ｄ∈Ｄ
‖ＤＦ１（Ｇ，Ｋ）Ｄ－１‖∞ （４６）

是一个关于Ｄ 的凸优化问题。

Ｄ －Ｋ 迭代法的步骤如下。

①选择初始标度矩阵Ｄ（ｓ），为方便代数运

算，可将Ｄ（ｓ）选择为标准矩阵Ｉ。

②固定Ｄ（ｓ），求式（４５）的 Ｈ ∞控制问题，获

得Ｋ（ｓ）。

③固定Ｋ（ｓ），求式（４６）的凸优化问题，获得

标度矩阵Ｄ
～
（ｓ）。

④比较Ｄ（ｓ）与Ｄ
～
（ｓ），若二者接近，则由式

（２）获得的控制器Ｋ（ｓ）为最优控制器；否则，令

Ｄ（ｓ）＝Ｄ
～
（ｓ），返回到②。

应用Ｄ －Ｋ 迭代法虽然不能保证获得全局的

最优解，但是它的有效性已从许多实际经验中得

到确认。

下面举例分析Ｄ －Ｋ 迭代法的具体运算流程

及其有效性。

对于具有乘法不确定性的控制对象，即实际

控制对象的传递函数矩阵为：

ＰＡ（ｓ）＝［Ｉ＋Δ（ｓ）Ｗ（ｓ）］Ｐ（ｓ）。 （４７）

采用反馈控制器Ｋ，并对控制对象输入侧的灵敏

度函数矩阵做性能方面的要求，构成闭环控制系

统，具体性能要求假设已知。

①选择初始的标度矩阵Ｄ（ｓ）＝Ｉ，求解满足

‖Ｆ１（Ｇ，Ｋ）‖∞ ＞１ （４８）

的控制器和最小的γ，记为Ｋ０ 和γ０。

②求出满足

ｉｎｆ
Ｄ∈Ｄ
‖ＤＦ１（Ｇ，Ｋ０）Ｄ－１‖∞ ＜１ （４９）

的标度矩阵Ｄ（ｓ），这时的Ｄ（ｓ）记为Ｄ１（ｓ）。

③求出满足

‖Ｄ１Ｆ１（Ｇ，Ｋ）Ｄ－１
１ ‖∞ ＜１ （５０）

的Ｈ ∞控制器Ｋ 和最小的γ，记为Ｋ１ 和γ１。

这时，所求目标控制器Ｋ１ 与第一步所求得的

Ｋ０ 相比，具有更好的灵敏度。重复步骤，当所求

得的Ｋｎ 使得Ｄｎ（ｓ）与标度矩阵Ｄ（ｓ）最为接近

时，即获得目标控制器Ｋ。

５）回待步骤。

由于非线性系统经过泰勒级数展开后得到的

线性系统忽略了其非线性因素，因而在上述控制

器Ｋ 的确定步骤中引入了灵敏度函数Ｓ（ｓ）、补灵

敏度函数Ｔ（ｓ）以及标量频率加权函数Ｗγ（ｓ）。

只要这三个参数进行充分迭代运算并取值适当，

那么所求得的线性系统控制器Ｋ
～
（ｓ）与目标控制

器Ｋ（ｓ）是极为相近的，可以直接回代使用。

４　算例研究

假设有一条４段３车道的高速公路，每段

１００ｍ，段１连接入口匝道，段４连接出口匝道，

存在稳定交通流。现由于某种原因，使在初始时

刻ｔ０ 段３车道封闭９Ｔ 时长。设定常参数ｆ＝

５０，Ｚ＝１，κ＝１０，ａｊ＝１．５，自由流速度为４０ｍ／ｓ，

阻塞密度为０．４辆／ｍ，入口匝道需求为０．０１８辆／ｓ，

出口流量占主线１５％，主线入口密度为０．０１８辆／

车道，速度为２２．４３ｍ／ｓ。主线初始时刻ｔ０ 各段

速度与密度如表１所示。

表１　初始时刻速度与密度

Ｔａｂｌｅ　１　Ｉｎｉｔｉａｌ　ｖｅｌｏｃｉｔｙ　ａｎｄ　ｄｅｎｓｉｔｙ

初始速度／（ｍ·ｓ－１） 初始密度／（辆·ｓ－１·车道－１）

段１　 １９．３３４　５　 ０．０１７　５

段２　 １９．３３４　５　 ０．０１７　５

段３　 １９．３３４　５　 ０．０１７　５

段４　 ２０．４７３　５　 ０．０１６　５

采用本研究所讨论的非线性鲁棒控制方法，

通过初始时刻参数与扰动参数的输入分析，利用

８３
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控制设计系统软件，通过重复改变灵敏度函数的

设计参数γｓ，最终确定γｓ 的最大值为２３．８。若大
于这个值，则无法得到所需求的控制器。由此推算

得到灵敏度函数和补灵敏度函数的其他参数为：

ｋｓ＝２．４５７　７，ｆｓ＝０．０４６　９，ｋＴ ＝１０－４，

ｆＴ１＝０．００４，ｆＴ２＝１８０，ｆＴ３＝２４０。

得到Ｄ －Ｋ 迭代法中Ｄｎ（ｓ）与标度矩阵Ｄ（ｓ）的偏
差与迭代次数的关系（如图１所示），以及交通流

参数速度、密度随时间变化的情况（如表２和表３
所示）。

图１　迭代次数与偏值关系图

Ｆｉｇ．１　Ｉｔｅｒａｔｉｏｎ　ｎｕｍｂｅｒ　ａｎｄ　ｐａｒｔｉａｌ　ｖａｌｕｅ　ｒｅｌａｔｉｏｎ

表２　各时间点各段流量表

Ｔａｂｌｅ　２　Ｅａｃｈ　ｔｉｍｅ　ｐｏｉｎｔ　ｏｆ　ｅａｃｈ　ｆｌｏｗ （辆·ｓ－１）

时刻

０．０　 ２．５　 ５．０　 ７．５　 １０．０　 １５．０　 ２０．０　 ２５．０　 ３０．０　 ３５．０

１　 ０．３３８　 ０．４８７　 ０．７０２　 ０．４９２　 ０．５３３　 ０．３３３　 ０．３４１　 ０．３３５　 ０．３３５　 ０．３３６

２　 ０．３３８　 ０．２１２　 ０．１０３　 ０．２０４　 ０．１７９　 ０．３４７　 ０．３５１　 ０．３４９　 ０．３５３　 ０．３４８

３　 ０．３３８　 ０．０００　 ０．０００　 ０．０００　 ０．０００　 ０．０００　 ０．０００　 ０．０００ ０．０００ ０．０００

４　 ０．３３８　 ０．２９６　 ０．２８４　 ０．３６３　 ０．３０９　 ０．３１４　 ０．３３６　 ０．３３６　 ０．３３６　 ０．３３６

表３　各时间点各段车流密度表

Ｔａｂｌｅ　３　Ｅａｃｈ　ｔｉｍｅ　ｐｏｉｎｔ　ｏｆ　ｅａｃｈ　ｔｒａｆｆｉｃ　ｄｅｎｓｉｔｙ （辆·ｍ－１）

时刻

０．０　 ２．５　 ５．０　 ７．５　 １０．０　 １５．０　 ２０．０　 ２５．０　 ３０．０　 ３５．０

１　 ０．０１７　５　 ０．０３２　３　 ０．００４　１　 ０．０７４　５　 ０．０２４　９　 ０．０１８　３　 ０．０１６　９　 ０．０１７　８　 ０．０１７　７　 ０．０１７　７

２　 ０．０１７　５　 ０．００９　８　 ０．０３８　５　 ０．０１２　０　 ０．０４７　７　 ０．０１６　８　 ０．０１７　９　 ０．０１７　０　 ０．０１７　３　 ０．０１７　７

３　 ０．０１７　５　 ０．０００　０　 ０．０００　０　 ０．０００　０　 ０．０００　０　 ０．０００　０　 ０．００００ ０．００００ ０．００００ ０．００００

４　 ０．０１６　５　 ０．０１０　２　 ０．０１４　４　 ０．０２０　３　 ０．０２０　４　 ０．０１８　４　 ０．０１７　３　 ０．０１７　４　 ０．０１７　３　 ０．０１７　４

　　通过此次仿真可以看出，在主线某段发生扰

动导致参数变化时，通过使用高速公路主线非线

性鲁棒限速控制可得：在路段３车道封闭后的第

１５时刻，各段的车流密度与车流量已不再波动，达

到稳定状态，表明此种方法可以使受到外部扰动

的交通流尽快恢复稳定流状态；在车道封闭期间，

车流量、密度都发生振动状态，但随着时间的推

移，振动幅度逐渐减小，若封闭时间足够长，则会

稳定于平衡点附近。

５　结论

１）在研究高速公路主线可变限速的控制问题
中，针对高速公路是一个非线性且不确定性的系

统，将鲁棒控制方法中的公称值系统方法、严密反

馈线性化方法等计算方式运用其中，这种方法相
比于之前广泛应用的智能算法，能完美地解决了
后者所不能解决的动态因素控制问题（即由外部
因素扰动造成的交通流不稳定问题），且运算过程

简便，迭代步骤较少，一般不超过２００次。

２）由算例结论可知，在对高速公路非线性系
统进行严密线性化的处理过程中，引入灵敏度函
数、补灵敏度函数以及标量函数是必不可少的。

从数据处理的结果来看，合理选定这三个参数对

结果的影响非常巨大。

３）在对系统控制器Ｋ（ｓ）进行求解时所使用
到的Ｄ －Ｋ 迭代法，随着迭代次数的增长可以看出
偏值是逐渐收敛的。这一方法的有效性虽然在许

９３
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多实践中得以确认，但仍存在着迭代次数多且较

难得到最优解的缺陷，这方面仍需在日后的实践

中做进一步的研究。
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