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表层嵌贴CFRP-混凝土结构的弹性半解析解

王恒佳，潘军，彭晖，赵冰
（长沙理工大学 土木与环境工程学院，湖南 长沙 410114）

摘　要：【目的】深入了解表层嵌贴碳纤维复合材料-混凝土结构的力学性能，探究环氧树脂胶内部位移和

应力分布规律。【方法】将开槽内的环氧树脂胶及碳纤维复合材料板条简化为二维平面应变模型，并考虑切

应力沿胶层厚度方向的分布规律来建立环氧树脂胶位移的控制方程，用复数项级数法得到控制方程的弹

性半解析解。【结果】弹性半解析解可以描述切应力沿胶层厚度方向的分布规律：切应力呈开口向下的抛物

线形分布越靠近加载端，抛物线的弧度越大。将弹性半解析解结果与有限元模拟结果对比，可发现：水平

位移峰值的解析结果与二维有限元模拟结果相差 4.66%，与三维有限元模拟结果相差 14.79%；切应力峰值

的解析结果与二维有限元模拟结果相差 3.58%，与三维有限元模拟结果相差 17.85%。将弹性半解析解结果

与试验结果对比，发现解析结果与试验结果在线弹性范围内基本吻合。【结论】弹性半解析解可直接计算线

弹性阶段内环氧树脂胶的位移及切应力，可为表层嵌贴碳纤维复合材料板条‒混凝土结构的安全性评估与

设计提供一种新的、简便的、高效的计算方法。

关键词：表层嵌贴；碳纤维复合材料；混凝土结构加固；环氧树脂胶；弹性半解析解；切应力分布
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Elastic semi-analytical solution of near-surface mounted 
CFRP-concrete structures

WANG Hengjia， PAN Jun， PENG Hui， ZHAO Bing
（School of Civil and Environmental Engineering， Changsha University of Science & Technology， Changsha 410114， China）

Abstract： ［Purposes］ This paper aims to investigate the mechanical properties of the near-

surface mounted （NSM） carbon fiber reinforced plastic （CFRP）-concrete structures and explore 
the internal displacement and stress distribution laws of epoxy adhesive in the structures. 
［Methods］ The epoxy adhesive and CFRP strips in the slot were simplified into a two-dimensional 
（2D） plane strain model. A governing equation for the displacement of the epoxy adhesive was 
established， incorporating the shear stress distribution along the thickness direction of the adhesive 
layer. An elastic semi-analytical solution was derived using a complex exponential series. 
［Findings］ The elastic semi-analytical solution can describe the distribution law of shear stress 
along the thickness direction of the adhesive layer. The shear stress has a parabola with a downward 
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opening， and the curvature of the parabola becomes larger as the curve is closer to the loading end. 
By comparing the elastic semi-analytical solution results with finite element method （FEM） 
simulation results， it is found that the the analytical results of the peak horizontal displacement are 
4.66% smaller than the 2D FEM simulation results and 14.79% larger than the three-dimensional 
（3D） FEM simulation results. The analytical results of the peak shear stress are 3.58% smaller 
than the 2D FEM simulation results and 17.85% larger than the 3D FEM simulation results. The 
results of the elastic semi-analytical solution are compared with the experimental results， and it is 
found that the analytical results are basically consistent with the experimental results in the linear 
elastic range. ［Conclusions］ The displacement and shear stress of the epoxy adhesive in the linear 
elastic stage， which can provide a new， convenient， and effective calculation method for the safety 
assessment and design of NSM CFRP strip-concrete structures， can be directly calculated by the 
elastic semi-analytical solution.
Key words： near-surface mounted； carbon fiber reinforced plastic； concrete structure 
reinforcement； epoxy adhesive； elastic semi-analytical solution； shear stress distribution
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0　引言

碳 纤 维 复 合 材 料（carbon fiber reinforced 
plastics，CFRP）加固混凝土的方式分为表层嵌贴

（near-surface mounted，NSM）和表面粘贴（externally 
bonded，EB）两种［1］。表层嵌贴由于增加了 CFRP
板条和混凝土之间的黏结面积，提高了 CFRP板条

的利用率，近年来逐渐成为混凝土结构加固领域

的研究重点［2-3］。表层嵌贴 CFRP 板条-混凝土结

构中的 CFRP 板条受拉伸产生的拉应力通过环氧

树脂胶传递给混凝土基体，胶层内及其界面的应

力分布是影响表层嵌贴 CFRP板条-混凝土结构力

学性能的主要因素［4］。为了深入了解 CFRP板条-
混凝土结构力学性能，业内需要对黏结界面进行

分析研究，探究胶层的内部应力分布情况。弹性

解析解是研究 CFRP板条‒混凝土结构界面应力分

布的重要手段，具有数值模拟无法比拟的优势，更

契合设计人员的需求，也是设计和评估相关加固

效果的基础。

目前，表层嵌贴 CFRP 板条‒混凝土结构的弹

性解析解大多假设了切应力沿胶层厚度方向保持

不变。ZHANG 等［5］基于表面粘贴 CFRP 板条加固

方式的常微分控制方程［6］，引入了两个界面刚度

参数，用切向相互作用力和法向相互作用力分别

替代了界面切应力和法向应力，得到了表层嵌贴

CFRP 板条‒钢筋混凝土梁的界面应力弹性解析

解。任振华等［7］考虑胶层厚度，对表层嵌贴 CFRP
筋加固混凝土开槽内的 CFRP筋、环氧树脂胶和槽

边混凝土的应力状态进行了解析，同时还将槽内

环氧树脂胶由内圆外方断面的柱体简化为厚壁圆

筒断面的柱体，使得边界条件容易满足，推出应力

解。显然，这些弹性解析解是通过假设切应力沿

胶层厚度方向保持不变来考虑胶层厚度对表层嵌

贴CFRP板条‒混凝土结构力学性能的影响的。

还有一些学者基于黏结-滑移模型对表层嵌

贴 CFRP 板条‒混凝土结构进行了解析研究。如

ZHANG 等［8］、TENG 等［9］、彭晖等［10］和 DA COSTA
等［11］都基于黏结‒滑移模型给出了含弹性阶段的

半解析公式。在黏结‒滑移模型中，胶层厚度通过

影响界面初始刚度和界面破坏能，从而对界面黏

结性能产生影响［12］。但该方法同样包含了切应力

沿胶层厚度方向保持不变的假设。

综上所述，业内在分析表层嵌贴 CFRP 板条-
混凝土结构时，大都假设胶层中切应力沿厚度方

向均匀分布或线性分布，无法描述非线性分布规
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律。而实际上端部胶层内部应力分布复杂，且无

法通过试验测得，因此有必要对胶层内应力做进

一步分析。

本文将开槽内的 CFRP 板条和环氧树脂胶简

化为平面应变模型，首先建立环氧树脂胶位移的

控制方程以考虑切应力沿胶层厚度方向的分布规

律，然后以复数项级数的虚部作为控制方程的通

解得到环氧树脂胶位移和切应力的弹性半解析

解，最后研究切应力沿胶层厚度方向的非线性分

布规律。

1　理论模型及求解方法

1.1    问题描述

图 1 为表层嵌贴 CFRP 板条‒混凝土的单剪拉

拔试验标准试件。从图 1可以看出，整个试件由三

部分构成，即 CFRP 板条、环氧树脂胶和混凝土。

其中，混凝土试件的厚度为 t（c），宽度为 b（c），黏贴长

度为 L；CFRP板条的宽度为 b（p），厚度为 t（p）；环氧树

脂胶的宽度为 b（g）；CFRP 板条边缘到槽壁的距离

为 t（g）；F 为单剪拉拔荷载。以非加载端环氧树脂

胶与混凝土交界面的中心为原点建立直角坐标

系。开槽内环氧树脂胶及 CFRP 板条的 I-I剖面图

如图 1（b）所示。考虑结构的对称性，可选取其 1/2
为本文研究对象，如图 1（c）所示。

1.2    环氧树脂胶的控制方程与边界条件

1.2.1    基本假设

1） 将图 1（b）和图 1（c）中的研究对象简化为

在 xoy平面上的应变模型。这是因为 CFRP板条的

宽度 b（p）远大于其厚度 t（p），此时满足式（1a）、

式（1b）。

ε (g )
zz = 1

E (g ) [ ]σ (g )
zz - μ (g )( )σ (g )

xx + σ (g )
yy = 0 （1a）

ε (p)
zz = 1

E (p) [ ]σ (p)
zz - μ (p)( )σ (p)

xx + σ (p)
yy = 0 （1b）

式中：E（p）和 μ（p）分别为 CFRP板条的弹性模量和泊

松比；σ (p)
xx 、σ (p)

yy 和 σ (p)
zz 都为 CFRP 板条的正应力；

ε (p)
xx 、ε (p)

yy 和 ε (p)
zz 都为 CFRP 板条的正应变；τ (p)

yx 和 γ (p)
yx

分别为 CFRP 板条的切应力和切应变；E（g）和 μ（g）分
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（a） 标准试件轴测图和环氧树脂胶与 CFRP板条的横截面
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（b） I-I剖面图                                                                      （c） 1/2的 I-I剖面图

图 1　表层嵌贴 CFRP 板条‒混凝土单剪拉拔试验的标准试件

Fig. 1　Standard specimen for single shear-pull out experiment of NSM CFRP strip-concrete
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别为环氧树脂胶的弹性模量和泊松比；σ (g )
xx 、σ (g )

yy 和

σ (g )
zz 都为环氧树脂胶的正应力；ε (g )

xx 、ε (g )
yy 和 ε (g )

zz 都为

环氧树脂胶的正应变；τ (g )
yx 和 γ (g )

yx 分别为环氧树脂

胶的切应力和切应变。

2） 假设混凝土基体的刚度足够大［13］，即混凝

土基体不产生位移。这是因为混凝土弹性模量远

大于环氧树脂胶弹性模量，即

u(g ) ( x，0) = 0 （2）
式中：u（g）（x，0）为环氧树脂胶沿 x方向的位移。

3） CFRP 板条和环氧树脂胶在 y 方向上的变

形均可以被忽略。这是因为 CFRP 板条和环氧树

脂胶在 x 方向上的位移远超过其在 y 方向上的位

移，此时满足式（3a）与式（3b）。

ε (g )
yy = 1

E (g ) [ ]σ (g )
yy - μ (g )( )σ (g )

xx + σ (g )
zz = 0 （3a）

ε (p)
yy = 1

E (p) [ ]σ (p)
yy - μ (p)( )σ (p)

xx + σ (p)
zz = 0 （3b）

4） CFRP板条满足平截面假定。

5） 环氧树脂胶与 CFRP 板条满足各向同性、

线弹性和小变形的假设。

1.2.2    环氧树脂胶的控制方程

为建立环氧树脂胶位移的控制方程，本研究

先用位移表示环氧树脂胶的各应力分量。

环氧树脂胶在 x方向的正应变为

ε (g )
xx = ∂u(g ) ( x，y )

∂x
（4）

根据基本假设 3），环氧树脂胶的切应变可

写为

γ (g )
yx = ∂u(g ) ( x，y )

∂y
（5）

式（1a）、式（3a）相加，则有

σ (g )
yy + σ (g )

zz = 2μ (g ) σ (g )
xx

1 - μ (g ) （6）
根据广义胡克定律，并结合式（6），则有

σ (g )
xx = E (g ) (1 - μ (g ) )

(1 + μ (g ) ) (1 - 2μ (g ) ) ε (g )
xx （7）

将式（4）代入式（7），可得

σ (g )
xx = E (g ) (1 - μ (g ) )

(1 + μ (g ) ) (1 - 2μ (g ) )
∂u(g ) ( x，y )

∂x
（8）

根据广义胡克定律中的剪切胡克定律，并结

合（5）式，可得

τ (g )
yx = G (g ) ∂u(g ) ( x，y )

∂y
（9）

式中：G (g ) = E (g )

2 ( )1 + μ (g ) 为环氧树脂胶的剪切模量。

环氧树脂胶内的一微元体的应力状态如图 2
所示。

(g)
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t
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+
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+

¶

(g)
xyt

(g)
xxs

(g)
(g) dxx
xx x

x

s
s

¶
+
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图 2　环氧树脂胶微元体的应力状态

Fig. 2　Stress state of epoxy adhesive microelement
由 x方向平衡，可得

∂σ (g )
xx∂x

+ ∂τ (g )
yx

∂y
= 0 （10）

将位移表示的应力分量代入平衡方程，即将

式（8）~（9）代入式（10），可得到环氧树脂胶位移的

控制方程式（11）。

q2 ∂2u(g ) ( x，y )
∂x2 + ∂2u(g ) ( x，y )

∂y2 = 0 （11）

式中：q2 = 2 (1 - μ (g ) )
1 - 2μ (g ) 。

1.2.3    环氧树脂胶的边界条件

1） 环氧树脂胶的上边界条件。

CFRP板条微段如图 3所示。

dx

(p)
xxs (p) (p)dxx xxs s+

(p)
yxt

x

y

Oo

图 3　CFRP 板条微段的应力状态

Fig. 3　Stress state of CFRP microsegment
类似 1.2.2 节，用位移表示的 CFRP 板条正应

力表达式为

σ (p)
xx = E (p) (1 - μ (p) )

(1 + μ (p) ) (1 - 2μ (p) )
∂u(p) ( x，y )

∂x
（12）

CFRP板条微段的平衡条件［14］为

dσ (p)
xxdx

= τ (p)
yx S(p)

A(p) （13）
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式中：A（p）为 CFRP 板条截面面积的一半；S（p）为

CFRP板条周长的一半，其值在本文的平面应变模

型中等于 b（p）的值。

将位移表示的应力分量代入平衡方程，即将

式（12）代入式（13），可得

E (p) (1 - μ (p) )
(1 + μ (p) ) (1 - 2μ (p) )

∂2u(p) ( x，y )
∂x2 - τ (p)

yx S(p)

A(p) = 0  （14）
当 y=t（g）时，环氧树脂胶上表面与 CFRP 板条

下表面相接触。此时，因变形连续，可得

u(p) ( x，t(g ) ) = u(g ) ( x，t(g ) ) （15a）
|τ (p)

yx
y = t(g )

= |τ (g )
yx

y = t(g )
= G (g ) |

|
|
||
|∂u(g）( x，y )

∂y
y = t(g )

（15b）
将式（15a）、式（15b）代入式（14），可得

E (p) (1 - μ (p) )
(1 + μ (p) ) (1 - 2μ (p) )

|

|
|
||
|∂2u(g ) ( x，y )

∂x2
y = t(g )

-
E (g ) S(p)

2 ( )1 + μ (g ) A(p)
|

|
|
||
|∂u(g ) ( x，y )

∂y
y = t(g )

= 0 （16）
将式（16）代入式（11），可得环氧树脂胶上边

界条件式（17）。

|

|

|
|
||
|
|

d
|

|
|
||
|∂u(g ) ( x，y )

∂y
y = t(g )

+ ∂2u(g ) ( x，y )
∂y2

y = t(g )

= 0   （17）

式中：d的定义式为

d = (1 - μ (g ) )
1 - 2μ (g )

(1 + μ (p) ) (1 - 2μ (p) )
E (p) (1 - μ (p) )

E (g ) S(p)

(1 + μ (g ) )A(p) 。

2） 环氧树脂胶的左边界条件。

环氧树脂胶左端无约束，可知

u(g ) (0，y ) ≠ 0 （18）
3） 环氧树脂胶加载端的点边界条件如图 1

（c）所示。

由 CFRP 板条的单剪拉拔荷载 F 可知，CFRP
板条在加载端的正应变需满足

|ε (p)
xx x = L，y = t(g ) = |

|
|
||
|∂u(p) ( x，y )

∂x
x = L，y = t(g )

=
F (1 + μ (p) ) (1 - 2μ (p) )

E (p) A(p) (1 - μ (p) ) （19）
由连续性条件 |ε (p)

xx x = L，y = t(g ) = |ε (g )
xx x = L，y = t(g )，可得

环氧树脂胶在加载端的点边界条件为

|

|
|
||
|∂u(g ) ( x，y )

∂x
x = L，y = t(g )

- F (1 + μ (p) ) (1 - 2μ (p) )
E (p) A(p) (1 - μ (p) ) = 0  （20）

综上所述，环氧树脂胶的控制方程为式（11），

边界条件分别为式（3）、式（17）、式（18）和式（20）。

1.3    控制方程的求解

式（11）是拉普拉斯方程。解析函数的实部和

虚部均是拉普拉斯方程的解。令复数项级数的虚

部为式（11）的通解，即

u(g ) ( x，y )=Im é

ë

ê
êê
ê ù

û

ú
úú
úC1 z

1！ + C2 z3

3！ + C3 z5

5！ +⋅⋅⋅+ Cn z2n-1

( )2n-1 ！
 （21）

式中：z=x+qyi 为解析函数；Im 为复数的虚部；n 为

复数项级数的阶数；C1，C2，…，Cn都为待定系数。

通解式（21）自动满足式（3）和式（18）的边界

条件，但不能严格满足式（17）和式（20）的边界条

件。为此，将通解式（21）代入式（17）可得到残差

Δ1，将通解式（21）代入式（20）可得到残差 Δ2。由

最小二乘法，并考虑到量纲一致，可令残差的平方

和∫0

L

Δ21dx + Δ22 /L最小，此时存在

∂ ( )∫0

L∫0

L

Δ21dx + Δ22 /L
∂Ci

= 0，  i=1，2，3，…，n  （22）
此时，首先通过解方程组求得待定系数 Ci，然

后得到环氧树脂胶水平位移的弹性半解析解

（elastical semi-analytic solutions， ESAS），最后将环

氧树脂胶水平位移解代入式（5）和式（9），即可分

别得到切应变解和切应力解。

为验证弹性半解析解的收敛性，计算了一组

以不同阶数复数项级数为通解时的残差的平方

和，其中参数如表 1所示，结果如表 2所示。

由表 2 可知，每增加一个待定系数，残差的平

方和数值下降 2~3 个数量级，且级数形式的解收

表 1　验证算例的参数

Table 1　Parameters for verifying examples
材料

类型

CFRP
板条

环氧树

脂胶

几何与材料参数

T（p）=4.0 mm， b（p）=16.0 mm，

A（p）=16.0 mm×2.0 mm，

E（p）=140.20 GPa， μ（p）=0.2
t（g）=5.5 mm， b（g）=30.0 mm， 

E（g）=2.63 GPa， μ（g）=0.2

黏结长

度 L/mm

280

拉拔荷

载F/kN

12

表 2　弹性半解析解的收敛性

Table 2　Convergence of elastic semi-analytical solution
阶数

4
5
6

残差的平方和

1.750 0×10-9

5.667 4×10-11

6.326 3×10-13

阶数

7
8
9

残差的平方和

3.791 6×10-15

1.317 6×10-17

2.809 4×10-20
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敛较快。当 n=5时，残差的平方和数值为 5.667 4×
10-11，满足一般精度要求。为减少计算量，本文的

后续算例均取 n=5。

2　结果

2.1    解析结果与有限元模拟结果对比

为验证弹性半解析解的正确性，本研究对比

了弹性半解析解与有限元模拟结果，并采用有限

元软件建立二维平面应变有限元模型和三维有限

元模型，如图 4 所示。图 4（a）采用 Plane42 单元模

拟 CFRP 板条和环氧树脂胶，图 4（b）采用 soild185
单元模拟 CFRP 板条和环氧树脂胶。二维有限元

模型的约束分别为 CFRP 板条对称面 y 方向约束、

环氧树脂胶的下表面 x与 y方向约束；三维有限元

模型的约束分别为环氧树脂胶底面 x 和 z 方向约

束、左侧面 x 和 y 方向约束、右侧对称面 y 方向约

束。三维有限元取的是代表截面，即图 1（b）中的

I-I 剖面，其计算结果和所有的模型参数如表 1
所示。

CFRP 板条

y

x

t(g
) t(p

) /2

o

F/(2b(p))

环氧树脂胶

y

（a） 二维平面应变有限元模型

（b） 三维有限元模型

图 4　有限元模型图

Fig. 4　FEM model
2.1.1    环氧树脂胶的水平位移对比   看到这里了

图 5是水平位移云图。从图 5可以看出，弹性

半解析解与有限元计算结果的规律一致，且其解

析结果与二维有限元计算结果非常接近，三维有

限元计算结果略小于上述二者的结果。

图 6 给出了环氧树脂胶与 CFRP 交界面的水

平位移。从图 6可以看出，水平位移峰值的弹性半

解析结果（4.750×10-2 mm）比二维有限元模拟结果

（4.982×10-2 mm）小 4.66%，比三维有限元模拟结果

（4.138×10-2 mm）大 14.79%。这说明，将三维的表

层嵌贴 CFRP 板条加固混凝土简化为平面应变模

型带来了误差。误差源于从三维模型图 1（a）到二

维平面应变模型图 1（c）的简化过程。这是因为该

简化操作实质上放松了开槽底部混凝土对环氧树

脂胶的约束，导致三维模型的位移结果小于平面

应变模型的位移结果。

0                  50                100               150               200              250
            x/mm

水
平

位
移

/mm

（a） 弹性半解析解的水平位移云图

水
平

位
移

/mm

0                  50                100               150               200              250
            x/mm

（b） 二维有限元模拟的水平位移云图

水
平

位
移

/mm

0                  50                100               150               200              250
            x/mm

（c） 三维有限元模拟的水平位移云图

图 5　不同方式下的环氧树脂胶的水平位移云图对比

Fig. 5　Comparison of horizontal displacement cloud 
diagrams of epoxy adhesive under different methods

y

x

图 6　环氧树脂胶与 CFRP 板条交界面的水平位移对比

Fig. 6　Comparison of horizontal displacement between 
epoxy adhesive and CFRP strip interface

2.1.2    环氧树脂胶的切应力对比

不同方式下的环氧树脂胶的切应力云图对比
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如图 7 所示。环氧树脂胶与 CFRP 板条交界面的

切应力对比如图 8所示。

切
应

力
/M

Pa

x /mm
0                  50                100               150               200              250

            x/mm

10.5 9.0 7.5 6.0 4.5 3.0 1.5 0.0 切
应

力
/MP

a

（a） 弹性半解析解的切应力云图

切
应

力
/M

Pa

x /mm
0                  50                100               150               200              250

            x/mm

10.5 9.0 7.5 6.0 4.5 3.0 1.5 0.0 切
应

力
/MP

a

（b） 二维有限元模拟的切应力云图

切
应

力
/M

Pa

x /mm

10.5 9.0 7.5 6.0 4.5 3.0 1.5 0.0 切
应

力
/MP

a

0                  50                100               150               200              250
            x/mm

（c） 三维有限元模拟的切应力云图

图 7　不同方式下的环氧树脂胶的切应力云图对比

Fig. 7　Comparison of shear stress cloud diagrams of epoxy 
adhesive under different methods

图 8　环氧树脂胶与 CFRP 板条交界面的切应力对比

Fig. 8　Comparison of shear stress between epoxy adhesive 
and CFRP strip interface

从图 7可以看出，二维有限元模拟的计算结果

和 ESAS的解析结果非常接近，而三维有限元模拟

的计算结果小于其他二者的。这与 2.1.1节中水平

位移云图的规律是一致的。

与图 6 不同的是，在图 8 的有限元模拟结果

中，加载端附近出现应力下降现象，切应力下降段

的长度约为 4.0 mm。这是因为：弹性半解析解在

图 1（c）的环氧树脂胶的右侧面无约束，此时加载

端的切应力在理论上应为零。然而，根据切应力

互等定理，交界面右侧节点的切应力也应为零，并

且当网格进一步加密时，切应力将逐步下降为零，

但下降段的长度几乎不变［15］。

从图 8可以看出，若以有限元模拟结果的拐点

作为切应力峰值，则切应力峰值的解析结果

（8.417 7 MPa）比二维有限元模拟结果（8.730 5 
MPa）小 3.58%，比三维有限元模拟结果（7.142 9 
MPa）大 17.85%。该规律与图 6 中的规律一致，且

误差产生的原因也是一样的。

2.1.1 节和 2.1.2 节的计算结果均表明，解析结

果与有限元结果吻合较好。这证实了本文将表层

嵌贴的三维问题简化为平面应变模型的合理性和

弹性半解析解的正确性。

2.2    解析结果与试验结果对比

本文半解析结果与本课题组彭晖等［1］的单剪

拉拔试验前期研究结果如图 9所示，可用于比较和

验证弹性半解析解的可靠性。本研究参数取值与

彭晖等［1］的试验参数取值保持一致，后者对应的

物理试验为在 CFRP 板条上设置 7 个切应力数据

点，即每隔 20 mm设置一个切应力测点，如图 9（b）
所示。

y

x

（a） 荷载‒位移曲线对比

y

x

（b） 环氧树脂胶与 CFRP交界面的切应力对比

图 9　单剪拉拔工况下弹性半解析解结果与试验结果

Fig. 9　Elastic semi-analytical solution results and 
experimental results under single shear-pull out condition

从图 9（a）可以看出，弹性半解析结果的荷载‒
位移曲线是完全线性的，而试验结果从一开始就
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显示出了一定的非线性效应。当荷载小于 24 kN
时，荷载‒位移曲线的弹性半解析结果与试验结果

非常接近，此时的试验曲线基本处于线弹性阶段。

从图 9（b）也可以看出，解析结果与物理试验测得

的切应力分布基本一致，这也证实了弹性半解析

解的可靠性。

3　讨论

3.1    切应力沿胶层厚度方向的分布规律

从图 7可以看出，切应力沿环氧树脂胶厚度方

向并不是均匀或线性分布的。为了更加直观，我

们将图 7中的 x=200、250和 270 mm 截面的切应力

分布绘制在图 10中。

图 10　沿环氧树脂胶厚度方向的切应力分布

Fig. 10　Distribution of shear stress along thickness direction 
of epoxy adhesive

从图 10 中可以看出，沿环氧树脂胶厚度方向

每个截面的切应力分布规律都不同：当远离加载

端时，环氧树脂胶上下表面的切应力相差较小，切

应力分布近似于一条直线；当靠近加载端时，上下

表面的切应力相差较大，切应力分布近似于一条

抛物线。这与在表面粘贴 CFRP 加固混凝土梁的

理论推导结果相似［16］。但文献［16］的作者首先假

设胶层的正应力沿胶层厚度方向呈线性分布，进

而得到结论——切应力沿胶层厚度方向的解析函

数为二次函数。而本文模型并无此假设，且本文

中的切应力分布规律是一个高次函数。

另外，由有限元模拟和本文模型得到的切应

力均出现了环氧树脂胶下表面切应力大于上表面

切应力的现象，且越靠近加载端，该现象越明显。

表层嵌贴 CFRP板条‒混凝土结构在混凝土强

度较低或槽边距较小时，容易发生混凝土内聚破

坏和槽边劈裂破坏的现象［1，17］。本文上述的切应

力分布规律可以对该现象在一定程度上作出

解释。

3.2    简化为表面粘贴CFRP-混凝土加固模型

单剪拉拔工况下表面粘贴 CFRP板条‒混凝土

试件如图 11 所示。本研究将本文模型用于图 11
（a）中的表面粘贴 CFRP 板条‒混凝土试件。从图

11（a）的侧面看，CFRP 板条与环氧树脂胶的三维

模型可被简化为 zox平面内的平面应变模型，如图

11（b）所示。图 11（b）与图 1（c）的不同之处在于，

仅仅是环氧树脂胶层变得较薄，基本假设与边界

条件均不变。但由于环氧树脂胶层的长度与厚度

之比较大，本研究在推导表面粘贴 CFRP加固方式

的弹性半解析解时，必须增大弹性半解析解的

阶数。

（a） 表面粘贴 CFRP板条‒混凝土试件

CFRP板条

L

x

z

t(p
)

t(g
)

环氧树脂胶

F

o

z

x

CFRP板条

L     环氧树脂胶

t（
g） t（

p）

（b） 平面应变模型的表面粘贴 CFRP与环氧树脂胶

图 11　单剪拉拔工况下表面粘贴 CFRP 板条‒混凝土试件

Fig. 11　NSM CFRP strip-concrete specimen under single 
shear-pull out condition

3.3    可推广为对称工况下的弹性半解析解

在实际表层嵌贴 CFRP板条‒混凝土结构工程

中，开槽内的 CFRP板条和环氧树脂胶常处于双向

受拉的受力状态，如图 12（a）所示。

本研究采用 1.1节的基本假设和建模方法，利

用模型对称性，以 1/4 模型为研究对象进行研究，

并推导出相应的控制方程和边界条件，如图 12（b）
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所示。相较于单剪拉拔工况，对称工况下环氧树

脂胶的控制方程式（11）、下边界条件式（3）、上边

界条件式（17）和加载点边界条件式（20）不变，只

有左边界条件式（18）应该变为

u(g ) (0，y ) = 0 （23）
为求解对称工况下环氧树脂胶的控制方程，

通解形式被修正为

u(g ) ( x，y ) =
Im é

ë

ê
êê
ê ù

û

ú
úú
úC1 z2

2！ + C2 z4

4！ + C3 z6

6！ + ⋯ + Cn z2n

( )2n ！
   （24）

对称工况下环氧树脂胶位移的弹性半解析解

可以使用 1.3节的方法得到。

L
x

y

F

o

F

CFRP板条

环氧树脂胶

t(p
)

t(g
)

y CFRP板条

环氧树脂胶

L
x

t（
p）

t（
g）

（a） 对称工况下开槽内的 CFRP板条和环氧树脂胶

CFRP板条

L
x

y

t(p
)/

2

t(g
)

环氧树脂胶

F/2

o

y

CFRP板条

环氧树脂胶

L
x

t（
p） /2

t（
g）

F/2

（b） 1/4的 CFRP板条和环氧树脂胶

图 12　对称工况下的 CFRP 板条和环氧树脂胶

Fig. 12　CFRP strips and epoxy adhesive under symmetrical 
condition

4　结论

本文将环氧树脂胶及 CFRP 板条简化为平面

应变模型，推导了表层嵌贴 CFRP‒混凝土结构中

环氧树脂胶位移的弹性半解析解。该解可直接计

算环氧树脂胶的弹性位移及切应力。本研究将弹

性半解析解、有限元模拟结果和本课题组的试验

结果［1］进行对比，得到以下结论：

1） 按照本文的分析思路及求解方法可以得到

表面粘贴CFRP加固方式的位移弹性半解析解。

2） 有限元模拟结果、物理试验结果均与解析

结果有较好的一致性，这验证了本文模型的合理

性和解析解的正确性。

3） CFRP 板条-环氧树脂胶界面的切应力小

于环氧树脂胶-混凝土基体界面的，且越靠近加载

端，界面应力差越大。这是导致混凝土内聚破坏

和槽边劈裂破坏现象的一个重要因素。
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