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黏土路基回弹模量预测及贝叶斯模型选择研究

宋超，赵腾远
（西安交通大学 人居环境与建筑工程学院，陕西 西安 710049）

摘 要：【目的】确定黏土路基回弹模量的最优估计模型，实现黏土路基回弹模量的准确预测。【方法】采用

贝叶斯高斯过程回归方法，建立了路基土的围压、偏应力、含水率以及干重度与路基回弹模量之间的定量

关系，实现了高斯过程回归参数的准确估计与最优影响因子组合的客观选择，在模型的复杂度与拟合程度

之间达到了自动平衡。【结果】基于所提出的贝叶斯高斯过程回归方法可准确预测路基的回弹模量，所选最

优模型的决定系数（R2）和平均绝对百分误差（RMAPE）分别达到了 0.99和 1.51%，与全变量模型的预测性能几

乎相同。在 100次随机试验中，最优模型被选择的比率达到了 88%。【结论】所提出的贝叶斯高斯过程回归

方法不仅可以通过路基土相关物理力学参数准确预测路基的回弹模量，还可以有效剔除冗余输入变量，在

保证模型拟合程度的情况下，降低了模型的复杂度，这对模型的应用与推广具有重要意义。
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Prediction of the resilient modulus of subgrade clay and Bayesian
model class selection

SONG Chao，ZHAO Tengyuan
（School of Human Settlements and Civil Engineering，Xi′an Jiaotong University，Xi′an 710049，China）

Abstract：［Purposes］The paper aims to determine the optimal model for predicting the resilient
modulus of subgrade soil and predict the resilient modulus of subgrade soil accurately.［Methods］
The fully Bayesian Gaussian process regression（fB-GPR）approach is proposed in this study to
establish the relationship between the resilient modulus of subgrade soil（MR）and the confining
pressure（σ3），deviator pressure（σd），moisture content（w），dry density（ρd）. The parameters of
the GPR model are estimated accurately and the optimal model for the prediction of the resilient
modulus of subgrade soil is determined objectively using the proposed approach in this study. The
optimal model reaches a balance between the complexity and fitting degree.［Findings］ The
findings show that the resilient modulus of subgrade soil can be predicted accurately using the
proposed approach in this study. The coefficient of determination（R2）and the mean absolute
percentage error（RMAPE）of the optimal GPR model reach 0.99 and 1.51%，respectively，which is
similar to the full model. In 100 experiments，the percentage of the optimal model being selected
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reaches 88%.［Conclusions］ The proposed fB-GPR approach not only accurately predict the
resilient modulus using the easily available indices of subgrade soil but also effectively eliminate
the redundant input variables. The proposed approach reduces complexity without compromising
the fitting degree of the GPR model，holding significance for its application and promotion in the
future.
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0 引言

路基回弹模量反映了路面结构在外荷载作用

下抵抗变形的能力，是路面结构设计的重要参数

之一，尤其对于黏土路基，在外力作用下易发生较

大变形，因此研究路基回弹模量的主要影响因素

和变化规律具有重要的理论意义和应用价值。较

高的路基回弹模量是路面结构正常运营的基础，

而对其进行准确测试则是路基设计的关键［1］。
传统试验法可以直接测得路基回弹模量的准

确数值，具有快速、高效的特点，但无法考虑路基

土性质、外荷载等因素对其演变规律的影响，容易

导致运营过程中发生较大变形而影响道路的正常

通行［2］。经验公式法通过路基土的其他物理力学

参数间接估计路基的回弹模量，一方面建立了路

基土性质与路基回弹模量之间的定量关系，另一

方面定量刻画了路基土性质对路基回弹模量影响

的大小。例如，陈慧东等［3］建立了路基动态回弹

模量与加州承载比（California bearing ratio，CBR）
之间的幂指数关系模型，结果表明未浸水 CBR与

回弹模量的关系曲线拟合良好；李长生［4］建立了

重载铁路粉质黏土填料回弹模量与路基土的干重

度、含水率之间的非线性关系模型，结果表明该模

型可准确估计路基在动应力作用下的弹性变形；

KIM［5］建立了路基回弹模量与八面体正应力、八面

体剪应力之间的本构关系模型，通过地基土的应

力状态实现回弹模量的间接估计，进而达到通过

简单的试验测试获得路基土变形性质的目的。然

而，由于方程形式的制约，经验公式法的适用范围

通常较小，泛化能力较差，导致路基回弹模量估计

值与实测值之间存在较大偏差。

近年来，人工智能技术高速发展，机器学习方

法已逐步应用于公路工程、隧道工程、基础设施工

程等领域。与经验公式法类似，机器学习方法可

以通过建立路基回弹模量与其相关的物理力学参

数之间的关系模型，进而实现路基回弹模量的预

测。进一步讲，机器学习方法是一种数据驱动的

方法，不再局限于固有的方程形式，模型更加灵

活，适用范围更广，估计结果更加准确［6］。例如，

谭伟［7］通过人工神经网络算法建立了路基动态回

弹模量与含水率、压实度、细粒含量、塑性指数之

间的关系模型，结果表明通过该模型估计的动态

回弹模量与实测值偏差在 5%左右，实现了路基动

态回弹模量的准确估计；HEIDARIPANAH等［8］采
用支持向量机方法建立了路基动态回弹模量与围

压、偏应力、含水率、干重度之间的定量关系，并探

讨了不同核函数对预测结果的影响；KARDANI
等［9］收集了 2 813组路基土的弹性模量以及物理

力学参数数据，并通过递归增强、决策树、K近邻、

随机森林 4种机器学习算法建立了路基回弹模量

与干容重、加权塑性指数、偏应力、围压、冻融循环

次数、含水率之间的相关关系，实现了路基回弹模

量的准确估计。然而，传统机器学习方法多为“黑

箱模型”，解译性较差，且通常将所有已知物理力

学参数作为输入变量。这一方面增加了试验时

间、成本，另一方面模型中包含与回弹模量相关性

较小的参数，容易导致模型的复杂度增加，泛化能

力降低。基于皮尔逊相关系数［10］、递归特征消

除［11］等的方法尽管可以在一定程度上去除冗余输

入变量，但皮尔逊相关系数法得到的是输入变量

与目标值之间的线性相关系数，对非线性模型适

用性较差；递归特征消除法则易将贡献较小的变

量包含在最优模型中，导致模型过于复杂。
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本 文 提 出 贝 叶 斯 高 斯 过 程 回 归（fully
Bayesian Gaussian process regression，fB-GPR）方法

来估计路基回弹模量，该方法不仅具有数据驱动、

非参数预测、解译性强的特点，还可实现路基回弹

模量的准确预测，剔除模型中的冗余变量，在预测

模型的准确度与复杂度之间自动达到平衡，并给

出了每个备选模型被选择的概率。另外，本文详

细阐述了两种贝叶斯模型证据的估计方法，即基

于多维对数正态的方法和 Copula方法；首次基于

马尔科夫链蒙特卡罗（Markov chain Monte Carlo，
MCMC）样本对高斯过程回归模型的复杂度与拟

合程度进行量化表征，定量描述了随着模型输入

变量的增多，模型复杂度与拟合程度的变化趋势；

探讨了当各个备选模型具有不同的先验概率时，

本文所提方法模型选择结果的准确性，有力推动

了机器学习方法在公路工程中的应用，因而具有

重要的现实意义与实践价值。

1 基于高斯过程回归的路基回弹模量预测

高斯过程回归（Gaussian process regression，
GPR）可定义为任意有限数量的具有联合高斯分

布的随机变量的集合［12］。高斯过程回归是一种数

据驱动的机器学习方法，不但可以对路基回弹模

量进行准确预测，而且具有清晰的解译性，预测结

果可通过严格的数学推导过程得到，在处理小样

本数据过程中具有显著优势。因此，本文采用高

斯过程回归方法建立路基回弹模量MR与路基土

物理力学参数X=（X1，X2，…，Xv）之间的关系模型，

即MR=f（X）+ε，式中，ε是均值为 0、标准差为 σε的
高斯随机变量，表示模型预测残差；v为输入变量

的个数。本文中，以X=（X1，X2，…，Xv）作为输入变

量，路基回弹模量（y=MR）作为输出变量。在高斯

过程回归中，将模型输出 y=MR 当成高斯过程

（GP），其完全由均值函数m（X）和协方差函数 Kx，x

确定，即MR=GP（m（X），Kx，x+σ2εI），式中，x为与X相

对应的输入变量测量值，I为与 Kx，x大小一致的单

位矩阵。通常，假设均值向量m（X）为 0，协方差函

数采用平方指数协方差函数［13］，即：

Ki，j = σ2f exp ( )- 12∑t = 1
v ( xi，t - xj，t )2

l2t
+ σ2n δi，j （1）

式中：Ki，j为第 i个预测值M ( i )R 与第 j个预测值M ( j )R 之

间的协方差；σ2f 为核函数的波动程度；xi和 xj为 X

的第 i组和第 j组测量值，与M ( i )R 和M ( j )R 相对应；xi，t
和 xj，t为 xi和 xj的第 t个元素；σ2n为路基回弹模量MR
测量误差的方差；δi，j为克罗内克函数，当且仅当

xi=xj时，δi，j=1；lt为第 t个输入变量的相关长度，反

映了路基回弹模量M ( i )R 和M ( j )R 沿 Xt变量方向的相

关性。通常，当 lt值较小时，第 t个输入变量Xt与输

出变量MR之间具有较高的相关性，详见文献［12，
14］。因此，给定路基回弹模量（y=MR）与相对应的

输入变量X=（X1，X2，…，Xv）的测量值，即可估计高

斯过程回归模型参数Θ=［lt（t=1，2，…，v），σf，σε，
σn］，实现路基回弹模量的准确预测。给定新的输

入变量 x*，即可预测对应的路基回弹模量。根据

高斯分布的性质，待预测的 MR仍然服从高斯分

布，其均值和协方差可分别表示为：

ì
í
î

ïï
ïï

μ* = Kx*，x [ Kx，x + σ2ε I ]-1 y
Σ * = Kx*，x* - Kx*，x [ Kx，x + σ2ε I ]-1K T

x*，x

（2）
式中：μ*为与 x*相对应的路基回弹模量预测值；Σ*

为预测的路基回弹模量的协方差，其对角线元素

为预测的路基回弹模量的方差，反映了预测的不

确定性的大小；Kx*，x为MR预测值与MR测量值之间

的协方差；Kx*，x*为MR预测值之间的协方差；（·）T表

示矩阵转置；[ Kx，x + σ2ε I ]-1 为矩阵 [ Kx，x + σ2ε I ]的
逆矩阵。由式（1）~（2）可知，高斯过程回归模型参

数Θ=［lt（t=1，2，…，v），σf，σε，σn］对于预测结果的

准确性至关重要。因此，本文将在下一节对高斯

过程回归模型的参数估计进行详细论述。

2 模型参数的贝叶斯估计及模型选择

2.1 基于贝叶斯理论的参数估计

本节将详细阐述基于贝叶斯理论的高斯过程

回归模型参数的估计方法。在贝叶斯理论中，优

化 后 的 模 型 参 数 通 过 后 验 概 率 密 度 函 数 反

映，即［15］：

p (Θ|D ) = p (D|Θ ) p (Θ )∫ p (D|Θ ) p (Θ )dΘ （3）

式中：D表示获得的测量数据；p（Θ|D）为高斯过程

回归模型参数的后验概率密度函数；p（Θ）为先验

概率密度函数，反映了在未考虑测量数据之前对

模型参数的理解与认知情况；p（D|Θ）为似然函数，

反映了基于高斯过程回归路基回弹模量的预测值
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和测量值之间的拟合情况；∫ p (D|Θ ) p (Θ )dΘ为常

数，与Θ无关。

由此可知，合理确定先验概率密度函数 p（Θ）

与似然函数 p（D|Θ）对参数估计至关重要。由于本

文中的参数具有物理属性，均为非负数，故先验概

率密度函数采用 half-t分布，具体表示如下：

p (Θ ) =∏
i = 1

v + 3
p (Θi ) =∏

i = 1

v + 3 Γ ( )ν + 1
2

Γ ( )ν2 νπσ2
i

ì
í
î

ïïïï

ïïïï

é

ë
êêêê

ù

û
úúúú1 + 1

ν
(Θi - μi )2

σ2
i

- ν + 12 ü
ý
þ

ïïïï

ïïïï
+é
ë
êêêê

ù

û
úúúú1 + 1

ν
(Θi + μi )2

σ2
i

- ν + 12
，Θi > 0 （4）

式中：μi为位置参数；σi为尺度参数，反映MR的波

动范围；ν为自由度，反映 half-t分布的尾部效应；

p（Θi）为第 i个高斯过程回归模型参数的先验概

率密度函数，其中Θ的前 v个元素对应于 v个相关

长度 lt（t=1，2，…，v），后 3个元素分别对应于波动

程度 σf、预测残差的标准差 σε和测量误差的标准

差σn。
似然函数 p（D|Θ）可表示为：

p (D|Θ ) = 1
(2π) nm|Kx，x + σ2ε I|

⋅

exp é
ë
êêêê ù

û
úúúú- 12 yT (Kx，x + σ2ε I )-1 y （5）

式中：nm为用于训练的测量数据的组数；|Kx，x +
σ2ε I|为矩阵 [ Kx，x + σ2ε I ]的行列式。

先验概率密度函数 p（Θ）与似然函数 p（D|Θ）
非共轭分布，导致后验概率密度函数 p（Θ|D）无解

析解，故采用MCMC的方法对高斯过程回归模型

参数的后验分布进行估计，具体可参考文献

［16-17］。

2.2 基于贝叶斯理论的最优模型选择

一般而言，随着输入变量（影响因子）的增多，

模型的拟合程度会随之增长，然而，这也增加了模

型的复杂度，容易导致模型的泛化能力下降。因

此，有必要通过某种方法确定出对路基回弹模量

MR真正有作用的输入变量（影响因子）。贝叶斯模

型选择方法可以自动平衡模型的复杂度与拟合程

度，从而确定出对 MR预测真正有贡献的输入变

量；并基于MCMC样本对高斯过程回归模型的复

杂度与拟合程度进行量化表征，定量描述随着模

型输入变量的增多，模型复杂度与拟合程度的变

化趋势。在贝叶斯理论中，每个可能的模型均可

计算出其对应的概率，而概率的大小反映了模型

的可能性大小。概率最大，即可能性最大的模型

即为最优模型。以符号Mj表示第 j个高斯过程回

归的备选模型，其对应的模型概率 Pr（Mj|D）可表

示为［18］：

P r (Mj|D ) = p (D|Mj )P r (Mj )
∑
j = 1

nM

p (D|Mj )P r (Mj )
，j = 1，2，…，nM（6）

式中：nM为备选模型的数量；Pr（Mj）为先验概率，表

示在未考虑测量数据时每个高斯过程回归备选模

型 被 选 择 的 概 率 ，通 常 Pr（Mj） =1/nM；
∑
j = 1

nM

p (D|Mj )P r (Mj )为常数。

因此，后验概率 Pr（Mj|D）与似然函数 p（D|Mj）

成正比，后验概率Pr（Mj|D）最大的模型可进一步转

化为似然函数 p（D|Mj）最大的模型，这也是 p（D|Mj）

又被称为“模型证据”的原因。根据文献［14］，第 j
个高斯过程回归备选模型 Mj所对应的模型证据

p（D|Mj）可表示为：

p (D|Mj ) = ∫ p (D|Θ j，Mj ) p (Θ j|Mj )
q (Θ j ) ⋅ q (Θ j )dΘ j（7）

式中：Θj表示模型Mj中对应的待估计参数；q（Θj）

是助力计算 p（D|Mj）值的概率分布函数。在下一

小节提出了两种概率分布函数来计算 p（D|Mj）。

2.3 贝叶斯模型证据估计方法

基于式（7）以及条件概率计算公式，可以推导

出模型证据 p（D|Mj）的对数形式为：

ln [ p (D|Mj ) ] =
              1
Nc
∑
q = 1

Nc ln [ p (D|Θ (q )
j ，Mj ) ] -

           
1
Nc
∑
q = 1

Nc ln q (Θ (q )
j )

p (Θ (q )
j |Mj )

拟合程度 复杂度（奥卡姆因子）

（8）
式中：Θ (q )

j 为由概率分布 q（Θj）生成的第 q组样本；

Nc为样本数量；p (D|Θ (q )
j ，Mj )、q (Θ (q )

j )和 p (Θ (q )
j |Mj )分

别为模型Mj的第 q组样本Θ (q )
j 所对应的似然函数

值、概率密度函数值和先验概率密度函数值。其

中，p (D|Θ (q )
j ，Mj )可以根据式（5）计算，p (Θ (q )

j |Mj )可
以根据式（4）计算。
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然而，由于 q（Θj）尚待确定，q (Θ (q )
j )属于未知。

对于如何确定概率分布 q（Θ j），本节提出两种

q（Θj）的估计方法。

2.3.1 基于 Copula的概率分布 q(Θ j)
鉴于 2.1小节已经获悉Θj的后验样本，这里不

妨将 q（Θj）定义为Θj的后验概率分布，即 q（Θj）=
p (Θ j|D，Mj )。然而，由于 p (Θ j|D，Mj )无解析解，因

此需要用特定的方法将其构建出来，如 Copula
方法。

Copula的基本思路是将 p（Θj|D，Mj）分解为每

个参数的边缘概率密度函数 p（Θj，t|D，Mj）（t=1，…，

vj+3）的连乘与 Copula函数 C（Θj，1，Θj，2，…，Θj，v+3）的

乘积，即：

p (Θ j|D，Mj ) = C (Θj，1，Θj，2，…，Θj，v + 3 ) ⋅
∏
t = 1

vj + 3
p (Θj，t|D，Mj ) （9）

式中：vj为模型Mj所包含的参数的数量；Θj，t为Θj的

第 t个参数。边缘概率密度函数 p（Θj，t|D，Mj）可通过

分析Θj，t的MCMC样本得到，Copula函数C（·）可通

过在 0-1空间分析MCMC样本之间的相关性得到，

具体过程可参考文献［14，19］。为了计算简便，这

里Copula函数C（·）采用了高斯形式。当参数数量

较少时，上述方法可以准确地对 p (Θ j|D，Mj )进行拟

合；但当模型参数较多时，可能会由于 Copula函数

C（·）形式的选取不当导致拟合结果与实际情况偏

差较大，进而影响模型证据的计算。

2.3.2 基于多维对数正态的概率分布 q(Θ j)
鉴于 Θ j的每一个元素均为非负数，这里假

定 q（Θj）为多维对数正态分布，其均值为MCMC样

本的对数的均值，记作 μln［MCMC］，协方差为MCMC样

本的对数的协方差，记作 Σln［MCMC］，则 q（Θj）可表

达为：

q (Θ j ) =
exp ( )- 12 ( ln (Θ j ) - μ ln [ MCMC ] )TΣ -1

ln [ MCMC ] ( ln (Θ j ) - μ ln [ MCMC ] )
(2π) vj + 3|Σ ln [ MCMC ]| ⋅∏

t = 1

vj + 3
Θj，t

（10）

式中：Θj，t为Θ j 的第 t个参数［20］。
确定概率分布 q（Θj）之后，即可计算样本Θ (q )

j

对应的概率密度函数值 q (Θ (q )
j )。然后，根据式（8）

可计算得到模型Mj证据的对数值，即 ln［p（D|Mj）］。

最优路基回弹模量预测模型即为 ln［p（D|Mj）］的最

大值所对应的高斯过程回归模型。由式（8）可知，

模型Mj证据的对数值由两部分构成：一为反映路

基 回 弹 模 量 预 测 模 型 复 杂 度 的 因 子

- 1
Nc
∑
q = 1

Nc ln q (Θ (q )
j )

p (Θ (q )
j |Mj )，记作 lnO；二为反映模型拟合

程度的因子
1
Nc
∑
q = 1

Nc ln [ p (D|Θ (q )
j ，Mj ) ]，记作 lnL。前

者随着模型输入变量个数的增多，不断减小；后者

随着模型输入变量个数的增多，不断增大。当两

者之和达到最大值时即表示模型最优［21］。相比于

既有工作［13-14］，该节拓展了贝叶斯模型证据的估

计方法和应用场景，定量描述了随着模型输入变

量的增多，其复杂度与拟合程度的变化趋势，以可

视化的形式展示了贝叶斯模型选择的核心。

3 算例分析

为了对本文所提出的方法进行进一步验证，

本节通过工程实例详细阐述本文所提方法的计算

步骤、预测性能以及模型选择结果。

3.1 实测数据的统计分析

本文选用的数据集来源于文献［22］，共包含

75组测量数据，土样为取自美国路易斯安那州的

路基土，土体类型为粉质黏土。土体物理力学参

数包括路基土所承受的围压（σ3）、路基土体内部

由于外部荷载作用而产生的偏应力（σd）、路基土

的含水率（w）、干重度（ρd）以及路基回弹模量

（MR），其基本统计特征（最大值、最小值、平均值以

及标准差）见表 1。数据分布直方图及物理量之间

的线性相关系数 r如图 1所示。由图 1可以看出，

回弹模量MR与 X1=σ3、X3=w具有较高的线性相关

性，而与 X2、X4的相关性较小，但并不意味着包含

X1=σ3和 X3=w的模型为最优模型，这一点将在 3.2
节进行详细阐述。

表 1 土体参数的统计特征

Table 1 The statistical characteristics of soil parameters
项目

最大值

最小值

平均值

标准差

回弹模量/
MPa
108.42
28.74
58.41
22.19

围压/
kPa
42.00
0.00
21.00
17.15

偏应力/
kPa
70.0
14.0
42.0
19.8

含水率/
%
22.00
12.40
16.99
3.51

干重度/
（kN∙m-3）
16.78
16.20
16.40
0.21
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120

y=MR

r=-0.13 r=-0.50

r=-0.02

rr r

r r

rr=0.75

图 1 土体参数的分布直方图及相关关系图

Fig. 1 The histograms of the soil parameters and the correlations among them
3.2 基于高斯过程回归的路基回弹模量预测结

果分析

本节将基于 3.1节中的数据集验证本文所提

方法的有效性。首先，将数据集随机划分为两部

分：训练集（60组）和测试集（15组）；其次，基于 60
组训练数据所对应的 3个输入变量（X1=σ3，X2=σd，
X3=w）与 1个输出变量（y=MR）建立高斯过程预测

模型，即M3，见表 2。该模型包含 6个参数，即Θ=
［lt（t=1，2，3），σf，σε，σn］，参数的先验分布均为

half-t分布，其中，相关长度 lt所对应的 half-t分布的

位置参数 μi、尺度参数 σ2
i 和自由度 ν分别为 0、107

和 1；核函数波动程度σf所对应的 μi、σ2
i 和 ν分别为

524.81、262.41和 1；预测残差 σε所对应的 μi、σ2
i 和

ν分别为 0、5.25和 1；目标值的测量误差的标准差

σn所对应的 μi、σ2
i 和 ν分别为 5.25、5.25和 1。进而

可根据式（4）计算得到模型M3的先验分布。基于

已有的先验分布与测量数据，采用文献［23］中的

切片采样方法即可生成MCMC样本，并得到模型

的后验分布。本文中每个参数生成了 3 000组

MCMC样本，舍弃前 500个样本以避免样本不稳定

影响预测结果的准确性。

图 2给出了模型M3的MCMC样本的先验分布

和后验分布。从图 2可以看出，后验分布均收敛于

某一具体值，说明基于已有的测量数据可对该模

型进行有效更新。完成参数估计后，给定新的输

入变量 x*，即可计算得到路基回弹模量。根据式

（8）与已有的 MCMC样本，通过 Copula方法即可

进一步计算得到高斯过程回归模型M3的证据对

数 ln［p（D|Mj）］=-199.22以及反映模型拟合程度的

lnL=-174.71 和反映模型复杂度的 lnO=-24.51。
需要说明的是，通过多维对数正态计算得到的

ln［p（D|Mj）］、lnL与 lnO的值与通过 Copula方法得

到的值十分接近。由于篇幅有限，本文仅展示了

基于 Copula方法的计算结果。根据文献［14］，高

斯过程回归的相关长度体现了输入变量与目标值

之间的相关性大小，因此，将相关长度从小到大排

序，结果为 l3=0.99，l1=2.87，l2=4.87，l4=2 688.58。进

而，通过逐个增加输入变量，即可得到所有备选模

型，见表 2。采用与模型M3类似的方法，即可计算

得到其他备选模型的 ln［p（D|Mj）］、lnL以及 lnO，如
表 2和图 3所示。从表 2和图 3可以看出，从模型

M1到模型M3，模型的拟合程度（lnL）逐渐增加，由

-272.13增加到了-174.71，模型的复杂度逐渐增

长，导致 lnO逐渐下降［21］，由-11.79下降至-24.51，
二者之和即为模型证据的对数 ln［p（D|Mj）］，其

由 -283.92增长至-199.22。继续增加输入变量，

即得到M4，其 lnL波动不大，仅增加了 0.24，但 lnO
减小了 4.13，导致 ln［p（D|Mj）］降低了 3.89。因此，

模型M3的证据对数值最大，为-199.22，故模型M3
为路基回弹模量的最优高斯过程回归预测模型。
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进一步计算得到每个模型被选择的概率，见表 2。
可以看出，模型M3被选择的概率达到了 0.98，再次

证明了模型M3为路基回弹模量预测的最优模型。

最优模型M3的预测性能将在 3.3节进行详细阐述。

表 2 路基回弹模量预测备选模型、高斯过程预测结果及模型选择结果

Table 2 The candidate GPR models for the prediction of the resilient modulus of subgrade soil, the prediction results and the
model selection results

模型

M1

M2

M3

M4

输入变量

σ3

▲

▲

▲

σd

▲

▲

w

▲

▲

▲

▲

ρd

▲

lnL

-272.13

-219.81

-174.71

-174.47

lnO

-11.79

-17.50

-24.51

-28.64

ln［p（D|Mj）］

-283.92

-237.31

-199.22

-203.11

概率

1.60×10-37

2.81×10-17

0.98

0.02

数据集

训练集

测试集

训练集

测试集

训练集

测试集

训练集

测试集

R2

0.28
0.04
0.92
0.96
0.99
0.99
0.99
0.99

RMAPE/%
29.92
32.21
9.58
5.48
1.34
1.51
1.35
1.50

注：▲表示模型包含的输入变量；R2为决定系数；RMAPE为平均绝对百分误差。

（a）l1 （b）l2 （c）l3

σε
（d）σf （e）σε （f）σn

图 2 高斯过程回归模型参数的先验和后验概率密度函数

Fig. 2 The prior and posterior probability density functions of GPR parameters

图 3 不同GPR模型对应的证据对数 ln[p(D|Mj)]，反映模型

拟合程度的 lnL以及反映复杂度的 lnO
Fig. 3 The ln[p(D|Mj)], lnL and lnO corresponding to all
candidate GPR models for the prediction of the resilient

modulus of subgrade soil

3.3 基于贝叶斯理论的模型选择结果分析

本节将详细阐述最优模型M3的预测性能。首

先，为对最优模型M3的预测性能进行评估，本文选

取了 2个评价指标，分别为 R2和 RMAPE。R2是衡量

模型预测值与测量值拟合程度的指标，R2的范围

为 0到 1，R2的值越大，说明模型的预测性能越好；

RMAPE是衡量模型预测值与测量值之间的偏差的指

标，RMAPE的值越小，说明预测值与测量值之间的偏

差越小，模型预测性能越好［14］。RMAPE和 R2的计算

公式如下：

RMAPE = 1
nm
∑
i = 1

nm |

|
|
||
||

|
|
||
| μMR，i - yi

yi
× 100% （11）
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R2 = 1 - ∑i = 1
nm ( yi - μMR，i )2

∑
i = 1

nm ( yi - μy )2
（12）

式中：yi和 μMR，i分别为路基回弹模量的测量值和预

测值；μy为 nm组路基回弹模量测量值的均值。

在本文中，路基回弹模量最优预测模型M3所
对应的训练集的 R2和 RMAPE分别为 0.99和 1.34%，

测试集的 R2和 RMAPE分别为 0.99和 1.51%，R2较大，

RMAPE较小，说明用本文所提出的方法选出的最优

模型可以准确预测路基回弹模量。

图 4（a）给出了最优模型M3的预测值和测量

值分布的散点图，同时给出了预测结果的不确定

性。从图 4（a）可以看出，预测值与测量值的散点

均分布在 1∶1线附近，且 1∶1线穿过散点 95%置信

区间的比率达到了 100%，再次说明了预测结果的

准确性。为进行对比，图 4（b）给出了包含所有输

入变量的模型M4的预测值和测量值分布的散点

图。从图 4（b）可以看出，模型M4的预测结果与M3
的基本相同，验证了用本文所提出的方法进行模

型选择的合理性。

- 1∶1线

（a）M3

- 1∶1线

（b）M4
图 4 最优模型M3及全变量模型M4散点图

Fig. 4 The scatter plot of the optimal GPR model M3 and the
full model M4

以上为一次试验的结果，为对模型的鲁棒性

进行验证，将上述过程重复 100次，得到 100组对

应的 R2与 RMAPE，其中，模型M3被选为最优模型的

次数为 88次。图 5给出了模型M3所对应的 88次
及模型 M4所对应的 100次预测结果的小提琴图

（图中DIQR代表四分位距）。从图 5可以看出，模型

M3的 88次预测结果的 R2的均值在 0.99以上，RMAPE
的均值小于 3%，且模型M4的预测性能与M3的十

分接近，再次说明了M3作为路基回弹模量最优预

测模型的合理性，以及用本文所提出的方法预测

黏土路基回弹模量结果的准确性与鲁棒性。

25%~75%
1.5DIQR
中值

模型

（a）R2

25%~75%
1.5DIQR
中值

%

模型

（b）RMAPE
图 5 最优模型M3及全变量模型M4的预测结果统计图

Fig. 5 The violin plot of the prediction performance for the
optimal GPR model M3 and the full model M4

3.4 不同先验概率下模型选择结果分析

在基于贝叶斯理论的最优模型选择中，先验

概率的设定对于贝叶斯模型的结果有一定的影

响。上述的先验概率默认所有模型的先验概率相

等，这是一种简化假设，计算结果见表 3中的工况

1。为了验证本文所提方法在不同先验概率下模

型选择结果的正确性，进一步对工况 2和工况 3的
先验概率提出假设。所有工况所用数据完全相

同。由表 3可以看出，工况 2中模型M3被选择的概

率达到了 0.99，工况 3中模型M3被选择的概率下
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降至 0.94。换言之，增大M3的先验概率（工况 2）确

实有利于其被选择出来，然而，这种作用十分有

限，相比于工况 1（所有模型先验概率均为 1/4），其

后验概率仅仅增大了 0.01；类似地，增大M4的先验

概率有效增大了M4被选择的概率，其后验概率由

工况 1 的 0.02 提高到了工况 3 的 0.06，提高了

200%。然而，提高后的后验概率相比于M3而言仍

微不足道。由此可知，模型的先验概率对贝叶斯

模型选择结果的确有一定的影响，但即使先验概

率不准确，基于本文提出的方法依然可以准确地

选出最优模型，这进一步证明了本文所提方法的

准确性和鲁棒性。

为进一步验证本文方法的鲁棒性与可行性，

这里将数据集按照固定比例（8∶2）随机划分为训

练集与测试集，并进行了 100次独立试验。相比于

单次的计算结果，基于 100次的统计结果更加具有

说服力。图 6展示了在不同工况下各模型作为最

优模型被选择的统计结果。从图 6可以看出，当最

优模型M3的先验概率较大时（工况 2），最优模型

被选出来的次数有所提高，达到 90次，相比于工况

1，仅增加了 2次；反之，全变量模型M4先验概率较

大时（工况 3），最优模型M3被选出来的次数虽有

所下降，但相比于M4而言，仍占据主导地位，比例

接近 0.8。
表 3 不同先验概率下模型选择结果

Table 3 Model selection results with different prior probabilities
工况

工况 1
工况 2
工况 3

先验概率

M1
1/4
1/6
1/6

M2
1/4
1/6
1/6

M3
1/4
1/2
1/6

M4
1/4
1/6
1/2

模型证据对数值

M1
-283.92
-285.71
-285.71

M2
-237.31
-239.09
-239.09

M3
-199.22
-199.90
-201.00

M4
-203.11
-204.90
-203.80

后验概率

M1
1.60×10-37
5.38×10-38
1.53×10-37

M2
2.81×10-17
9.50×10-18
2.70×10-17

M3
0.98
0.99
0.94

M4
0.02
0.01
0.06

（a）工况 1 （b）工况 2 （c）工况 3
图 6 不同先验概率下 100次模型选择结果

Fig. 6 Model selection results with different prior probabilities for 100 times

4 讨论

本节将进一步从物理机制的角度对上述模型

选择结果进行分析。由表 1和图 1可以看出，相比

于其他输入变量，路基土干重度的变化范围非常

小，为 16.20~16.78 kN/m3，这意味着本文所用的路

基土均来源于同一土层且土质均匀，而本文所提

出的贝叶斯高斯过程回归方法为一种数据驱动的

算法，较小的波动程度对结果的影响较小，这也导

致本文所选出的最优模型未包含干重度。但这并

不意味着干重度对黏土路基回弹模量的预测不重

要，土体的干重度越大，土体中的孔隙越小，土体

颗粒排列越紧密，进而有利于增强土体抵抗竖向

变形，并使路基回弹模量增大，这将在后续的研究

中进行进一步的论证。

另外，尽管本文所提方法可以准确预测黏土

路基回弹模量并进行模型选择，但也存在一定的

局限性。当输入变量的数量过多、样本量过大时，

该方法的计算效率会显著降低，因而需要融入其

他方法加以处理，如稀疏高斯过程回归。对于其

他类型的土体也可以基于本文的方法进行推广，

但需要重新采集数据、训练模型，这也是数据驱动

的典型特点［24-25］。

由于本文所提出的方法为数据驱动的方法，

故所选出的输入变量的最优组合在采用其他数据

驱动的机器学习算法时，应同样具有较好的预测

效果。因此，本节讨论了不同机器学习算法对全
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变量模型M4和最优模型M3的预测效果，结果见表

4。 从 表 4 可 以 看 出 ，极 端 梯 度 增 强（extreme
gradient boosting，XGBoost）、决策树（decision tree，
DT）、随机森林（random forest，RF）和自适应增强

（adaptive boosting，ADBT）4种机器学习方法对全

变量模型M4和最优模型M3均可实现较为准确的

路基回弹模量预测，且决定系数 R2达到了 0.96以
上。为对预测结果的可靠性与鲁棒性进行验证，

将上述过程重复 100次，得到如图 7所示的小提

琴图。

表 4 不同机器学习方法路基回弹模量预测结果的R2

Table 4 The R2 for the prediction performance of the
resilient modulus of subgrade soil of different machine

learning methods
项目

输入变量

训练集

测试集

项目

输入变量

训练集

测试集

XGBoost
X1、X2、X3、X4

0.99
0.99

XGBoost
X1、X2、X3

0.99
0.99

DT

1.00
0.98
DT

1.00
0.98

RF

0.99
0.99
RF

0.99
0.99

ADBT

0.96
0.97
ADBT

0.96
0.97

fB-GPR
X1、X2、X3
0.99
0.99
fB-GPR

0.99
0.99

机器学习算法

25%~75%
1.5DIQR
中值

（a）M3

25%~75%
1.5DIQR
中值

机器学习算法

（b）M4
图 7 不同机器学习方法 100次预测结果统计图

Fig. 7 The violin plot for 100 experiments corresponding to
different machine learning methods

由图 7可以看出，不同机器学习方法 100次预

测结果的决定系数 R2的均值均达到了 0.93以上，

再次验证了本文所提出的模型选择方法的可靠

性。相比于其他机器学习方法，本文提出的贝叶

斯高斯过程回归方法不仅可以对路基回弹模量进

行较为准确的预测，同时可以对输入变量的最优

组合进行客观选择，因而具有重要的现实意义与

推广价值。

5 结论

本文提出了贝叶斯高斯过程回归的方法，并

将其用于黏土路基回弹模量的预测。所提方法不

仅可以通过路基土相关的物理力学参数准确预测

黏土路基回弹模量，同时实现了输入变量最优组

合的客观选择，剔除了冗余输入变量，保证了在路

基回弹模量预测模型拟合程度波动不大的情况

下，有效降低模型的复杂度，并实现了模型复杂度

与拟合程度的定量表征。另外，本文详细阐述了

两种贝叶斯模型证据的估计方法，即基于多维对

数正态的方法和 Copula方法；首次基于马尔科夫

链蒙特卡罗（MCMC）样本对高斯过程回归模型的

复杂度与拟合程度进行量化表征，定量描述了随

着模型输入变量的增多，模型复杂度与拟合程度

的变化趋势；探讨了当各个备选模型具有不同的

先验概率时，本文所提方法模型选择结果的准确

性。主要得出以下结论：

1）基于本文提出的贝叶斯高斯过程回归方法

预测路基回弹模量，最优模型所对应的 R2和 RMAPE
分别达到了 0.99和 1.51%，说明基于本文所提方法

选出的最优模型是合理的；在 100次试验中，最优

模型被选择的比率达到了 88%，说明本文提出的

模型选择方法具有较好的可靠性与鲁棒性。

2）干重度未包含于最优模型之中，本文分析

认为可能是由于本文所采用的黏土数据均来源于

同一土层且土质均匀，干重度相比于其他参数波

动范围较小，导致其对路基回弹模量的影响较小。

3）将本文所提方法选出的最优模型应用于其

他机器学习方法，均可实现较为准确的路基回弹

模量预测，再次验证了本文所提方法的可靠性与

有效性，这对机器学习方法在公路工程中的应用

与推广具有重要的意义与价值。
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