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基于大范围空间转动的车－桥耦合振动分析

陈得良，全　俊
（长沙理工大学 土木工程学院，湖南 长沙　４１０１１４）

摘　要：针对偶然外部强激励引起桥梁结构不同支撑发生相对运动时的车－桥耦合振动响应问题，首先利

用点接触车－桥耦合动力学模型，建立了非惯性参考视角下的三维车－桥系统的耦合动力学控制方程；然后

利用分离变量法对车－桥耦合动力学控制方程进行了分析；并以单跨简支梁为例探讨了梁体转速对车－桥

耦合系统动力响应的影响。研究结果表明，偶然外部强激励（如地震）引起桥梁结构发生相对水平转动，由于

转动角速度与桥梁结构位移、速度相互耦合，转动角速度的大小对桥梁结构振动响应具有重要影响；对此时

的车－桥耦合动力系统采用非惯性参考视角下的模型进行分析，能更全面地反应实际情况，得到更准确的分

析结果。
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　　当车辆行驶在桥梁上并遭遇地震时，地震动

将通过地基及基础引起桥墩的振动，再通过支座

及桥梁上部结构作用到车辆上，这就构成了地震

作用下的车－桥耦合振动系统。从震源到达桥

梁－车体的传递过程中，地震波可能在较大的区

域范围内出现幅值、相位的变化，进而在时程上表

现出显著的差异，这种差异称之为地震地面运动

的空间变异性，它将导致线性分布的桥梁结构在

不同支撑处在同一地震中经历显著的运动差

异［１－４］。国内外学者针对地震的空间变异性对大

跨度桥梁的影响进行了大量研究工作，如：人工模

拟非一致地震动激励输入［５］、地震作用下车桥系

统的多维多点随机振动研究以及建立多点地震动

输入法建立车－桥耦合振动动力学模型［６，７］等。

然而，学者们虽然注意到，在偶然强激励荷载作用

下桥梁 结构不同支撑处会出现运动形式 差

异［８－１２］，如：两支座位移差异导致桥梁结构相对原

有地基参考系发生相对平动及转动等，但在进行

这种特殊情况下的车－桥耦合振动分析时，仍是

在惯性参考系中建立分析模型，这显然没有考虑

到偶然强激励作用引起桥梁结构产生的空间运动

对车－桥耦合系统的影响。因此，在非惯性视角

下对这种特殊偶然强激励荷载作用下的车－桥耦

合动力系统进行研究就显得十分必要。

作者基于 Ｈａｍｉｌｔｏｎ变分原理，利用三维车－
桥系统的耦合动力学模型，采用新的非惯性参考

视角建立偶然强激励作用下车－桥耦合动力系统

控制方程，来研究桥梁在偶然外在强激励因素作

用下两端支座相对水平转动角速度对车－桥耦合

系统动力响应的影响。

１　非惯性参考视角下车－桥耦合系统动
力学描述

１．１　非惯性参考视角下中车－桥耦合系统运动学

描述

　　非惯性参考视角下三维点接触车—桥耦合系

统力学模型如图１所示。图１中，Ｏ′ｘ′ｙ′ｚ′为惯性
坐标系，Ｏｘｙｚ为相对坐标系；ｒ０ 为相对坐标系原
点到惯性系坐标原点的矢径；ｕａ 为梁内任意点ａ
在相对坐标系变形后的位移矢量；ｒａ 为变形后ａ
点相对于惯性系的矢径。对梁上移动车辆采用１／４

汽车悬挂模型进行模拟，设车体质量为ｍ，车体垂
向位移为ｚ１，悬架阻尼为ｃ，悬架刚度为ｋ，不计轮
对质量，模型中轮对与桥面采用密贴接触模型。

图１　非惯性参考视角下车－桥耦合系统动力学模型

Ｆｉｇ．１　Ｖｅｈｉｃｌｅ－ｂｒｉｄｇｅ　ｉｎｔｅｒａｃｔｉｏｎ　ｍｏｄｅｌ　ｉｎ

ｎｏｎ－ｉｎｅｒｔｉａ　ｓｙｓｔｅｍ

考虑三维弹性梁的结构，设梁结构上任意一

点ａ坐标位移分量为：

ｕ（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ）＝ｕ０（ｘ，ｔ）－
１
２∫

ｘ

０

ｖ０
ξ（

２

＋［
ｗ０
ξ（ ）２］ｄξ－ｙｖ０，ｘ（ｘ，ｔ）－ｚｗ０，ｘ（ｘ，ｔ），

ｖ（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ）＝ｖ０（ｘ，ｔ），

ｗ（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ）＝ｗ０（ｘ，ｔ）。 （１）

式中：ｕ０，ｖ０，ｗ０ 为梁中线上任意一点在相对坐标

系下的位移分量；ｕ，ｖ，ｗ 分别为梁上任意点ａ在
相对坐标系ｘ，ｙ，ｚ方向上的位移；（），ｘ表示对ｘ
的一次导数。

利用相对坐标系和惯性坐标系之间的转换关

系，可得梁上任意一点ａ在惯性坐标系下的位移
矢量为：

ｒａ＝ｒ０＋ｕａ。 （２）

式中：ｕａ＝∑
３

ｉ＝１

（ｘｉ＋ｕｉ）ｅｉ。

对式（２）求一次导数，可得任意一点ａ在惯性
坐标系的速度矢量［１３］为：

ｒａ＝ｒ０＋ω×ｕａ＋ｕｉｅｉ。 （３）

式中：（·）表示对时间求一次导数；ω为相对坐标
系相对于惯性系转动的角速度；ｒ０＝ｒｉｅｉ，ω＝

ωｉｅｉ，ｒｉ和ωｉ分别为相对坐标系相对于惯性坐标系
的位移和角速度；ｅｉ 则为惯性坐标系下的基向量。

当仅考虑梁结构在偶然强激励作用下梁结构

两端相对于大地只发生绕ｚ轴转动时，此时相当
于ｒ１＝ｒ２＝ｒ３＝０，ω１＝ω２＝０，则此时梁上任意一

９４



长 沙 理 工 大 学 学 报 （自 然 科 学 版 ） ２０１８年９月

点ａ在惯性参考系下仅绕ｚ 轴转动时加速度矢
量为：

ｒ̈ａ ＝ｒ̈０＋
ｄ
ｄｔ
（ω×ｕａ＋ｕｉｅｉ）＋ω×（ω×ｕａ＋

ｕｉｅｉ）＝ ［̈ｕ－ω２３（ｘ＋ｕ）－ω３ｖ－２ω３ｖ］ｅ１＋

［̈ｖ－ω２３ｖ＋ω３（ｘ＋ｕ）＋２ω３ｕ］ｅ２＋ｗ̈ｅ３。 （４）

１．２　非惯性参考视角下车－桥耦合系统动力学

方程

　　根据 Ｈａｍｉｌｔｏｎ变分原理，弹性变形体动力学
一般表达式可写为：

∫
ｔ

０
δＴ－δＵ（ ）ｄｔ＋∫

ｔ

０
δＷｄｔ＝０。 （５）

式中：δＴ，δＶ 和δＷ 分别为系统的动能、形变势能
和外力功的变分。

假设梁结构的密度为ρ，梁体积为Ｖ，则惯性
参考系下三维空间梁动能变分为：

δＴ＝δ∫１２ρ（ｒａ）２ｄＶ。 （６）

　　利用式（４）及式（１），可得惯性参考下用中面

位移分量表示的三维空间梁动能变分：

δＴ＝－ρＡ∫
ｌ

０
｛［̈ｕ０－ω２３（ｘ＋ｕ０）－ω３ｖ０－

２ω３ｖ０］δｕ＋ ［̈ｖ０－ω２３ｖ０＋ω３（ｘ＋ｕ０）＋

２ω３ｕ０］δｖ＋ｗ̈０δｗ｝ｄｘ。 （７）

式中：Ａ 为梁的横截面积。

考虑应变－位移非线性关系，可得到梁上任

一点应变分量［１４］，可写为：

εｘｘ ＝
ｕ
ｘ＋

１
２
ｖ
ｘ（ ）２＋１２ ｗｘ（ ）２，

εｘｙ ＝
ｕ
ｙ
＋
ｖ
ｘ
，

εｘｚ ＝
ｕ
ｚ＋

ｗ
ｘ
。 （８）

并定义梁的内力微分关系为：

Ｎｘ Ｍｙ Ｍｚ［ ］＝∫σｘ ｙσｘ ｚσｘ［ ］ｄＡ。 （９）

　　不考虑梁的剪切变形，则三维弹性梁应变能

可写为：

Ｕ＝∫ＶσｘｘεｘｘｄＶ＝∫Ｖ σｘｘ ｕｘ＋（［
１
２
ｖ
ｘ（ ）２＋１２ ｗ

ｘ（ ）２］ｄＶ。 （１０）

　　利用式（１），（８）和式（９），则式（１０）可以进一

步写为：

　Ｕ＝∫（Ｎｘｕ０，ｘ －Ｍｙｖ０，ｘｘ －Ｍｚｗ０，ｘｘ）ｄｘ。（１１）

对式（１１）进行变分，可得三维空间梁势能变

分为：

δＵ＝－∫｛Ｎｘ，ｘδｕ０＋Ｍｙ，ｘｘδｖ０＋Ｍｚ，ｘｘδｗ０｝ｄｘ。

（１２）

　　三维空间梁的外力虚功变分可写为：

δＷ ＝∫
ｌ

０
（ｆｕδｕ０＋ｆｖδｖ０＋ｆｗδｗ０）ｄｘ。 （１３）

式中：ｆｕ，ｆｖ，ｆｗ 分别为相对坐标系下梁单位长度
在ｘ，ｙ，ｚ方向上的分布外力，且有

ｆｗ ＝Ｐδ（ｖｔ－ｘ）。 （１４）

式（１４）中：ｖ为车辆的移动速度。

从车体力的平衡可以直接导出车体的动力平

衡方程为：

　ｍ·̈ｚ１＋ｃ·（ｚ１－ｗ）＋ｋ·（ｚ１－ｗ）＝０。（１５）

式中：ｃ为悬架阻尼；ｋ为悬架刚度。

令ｎ＝ｃ／２ｍ，Ω０＝ ｋ／槡 ｍ，有

ｚ̈１＋２ｎｚ１＋Ω２０ｚ１＝２ｎｗ＋Ω２０ｗ。 （１６）

　　根据力的相互作用，可得梁上的移动荷载为：

Ｐ＝ｍｇ＋ｋ（ｚ１－ｗ）＋ｃ（ｚ１－ｗ）。 （１７）

　　由式（７），（１２），（１３）及式（１６），并忽略高阶非

线性项，可得该系统的动力学控制方程组为：

Ｎｘ，ｘ ＝ρＡ［̈ｕ０－ω
２
３（ｘ＋ｕ０）－ω３ｖ０－２ω３ｖ０］－ｆｕ，

Ｍｙ，ｘｘ ＋ρＩｚｚ（̈ｖ０，ｘｘ －ω
２
３ｖ０，ｘｘ）＝ρＡ［̈ｖ０－

ω２３ｖ０＋ω３（ｘ＋ｕ０）＋２ω３ｕ０－ω２３ｘＨｖ］－ｆｖ，

Ｍｚ，ｘｘ ＋ρＩｙｙ（̈ｗ０，ｘｘ －ω２３ｗ０，ｘｘ）＝

ρＡ（̈ｗ０－ω２３ｘＨｗ）－ｆｗ，

ｚ̈１＋２ｎｚ１＋Ω２０ｚ１＝２ｎｗ０＋Ω２０ｗ０。 （１８）

式中：Ｈｖ＝∫
ｘ

０
ｖ，ξξｄξ；Ｈｗ ＝∫

ｘ

０
ｗ，ξξｄξ。

２　方程求解

本研究仅考虑了当桥梁两支座在偶然强激励

作用下，仅引起梁体的水平匀速转动（即左右支座

的水平相对转动）而没有引起梁体其他方向的运

动，同时仅考虑了车辆移动荷载作用（不考虑制动

力）下可忽略Ｕ 方向荷载和Ｖ 方向荷载的影响，

即ｆｕ＝ｆｖ＝０，此时车－桥耦合问题可以看作是

车－桥仅在非惯性参考性下绕ｚ轴转动，利用应
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变－位移非线性关系式（８）、内力微分关系式（９）

及中面应变－位移关系（１），得到用梁的中面位移

分量表示非惯性参考视角下车－桥耦合系统系统

非线性运动控制方程组：

ＥＡｕ０，ｘｘ ＝ρＡ［̈ｕ０－ω
２
３（ｘ＋ｕ０）－ω３ｖ０－２ω３ｖ０］，

－ＥＩｚｚｖ０，ｘｘｘｘ ＋ρＩｚｚ（̈ｖ０，ｘｘ －ω
２
３ｖ０，ｘｘ）＝

ρＡ［̈ｖ０－ω
２
３ｖ０＋ω３（ｘ＋ｕ０）＋２ω３ｕ０－ω２３ｘＨｖ］，

－ＥＩｙｙｗ０，ｘｘｘｘ ＋ρＩｙｙ（̈ｗ０，ｘｘ －ω２３ｗ０，ｘｘ）＝

ρＡ（̈ｗ０－ω２３ｘＨｗ）－ｆｗ，

ｚ̈１＋２ｎｚ１＋Ω２０ｚ１＝２ｎｗ０＋Ω２０ｗ０。 （１９）

　　注意到方程组（１９）中的转动角速度及角加速

度与位移、速度相耦合，且由于系统的空间运动产

生了静态变形项，即方程组中的ω２３ｘ和ω３ｘ项。

对于简支梁，与方程组（１９）对应的边界条件为：

ｘ＝０，ｌ处：
ｕ０＝ｖ０＝ｗ０＝０

ｕ０，ｘｘ＝ｖ０，ｘｘ＝ｗ０，ｘｘ＝０
烅
烄

烆
。 （２０）

设方程组（２０）的解为三角函数，其振型叠加

表达式为：

ｕ０（ｘ，ｔ）＝∑
∞

ｉ＝１
Ｕｉ（ｔ）ｓｉｎ

ｉπｘ
ｌ
，

ｖ０（ｘ，ｔ）＝∑
∞

ｉ＝１
Ｖｉ（ｔ）ｓｉｎ

ｉπｘ
ｌ
，

ｗ０（ｘ，ｔ）＝∑
∞

ｉ＝１
Ｗｉ（ｔ）ｓｉｎ

ｉπｘ
ｌ
。 （２１）

　　将式（２１）代入方程组（１９）并进行伽辽金积

分，得到常微分方程组为：

ｕ̈ｊ（ｔ）＋
Ｅ
ρ
ｊπ
ｌ（ ）２－ω２３［ ］ｕｊ（ｔ）－

２
ｌω

２
３∫

ｌ

０
ｘｓｉｎｊπｘｌ ｄｘ－

ω３ｖｊ（ｔ）－２ω３ｖｊ（ｔ）＝０，

ｖ̈ｊ（ｔ）＋
１
Ｙｖｊ｛ＥＩｚｚρＡ

ｊπ
ｌ（ ）４－ω２３［１＋

Ｉｚｚ
Ａ
ｊπ
ｌ（ ）２］｝ｖｊ（ｔ）＋∫ｌ０ ２ω

２
３

Ｙｖｊｌ
Ｈｖ＋（

２ω３
Ｙｖｊｌ）ｘｓｉｎｊπｘｌ ｄｘ＋

ω３
Ｙｖｊ
ｕｊ（ｔ）＋

２ω３
Ｙｖｊ
ｕｊ（ｔ）＝０，

ｗ̈ｊ（ｔ）＋
１
Ｙｗｊ

ＥＩｙｙ
ρＡ

ｊπ
ｌ（ ）４－ＩｙｙＡω２３ｊπｌ（ ）２［ ］ｗｊ（ｔ）＋

２ω２３
Ｙｗｊｌ∫

ｌ

０
ｘＨｗｓｉｎｊ

πｘ
ｌ ｄｘ＝

２Ｐ
ρＡｌＹｗｊ

ｓｉｎｊπｘｌ
，

ｚ̈１＋２ｎｚ１＋Ω２０ｚ１＝２ｎｗ０＋Ω２０ｗ０。 （２２）

式中：Ｙｖｊ＝１＋
Ｉｚｚ
Ａ
（ｊπ
ｌ
）
２

；Ｙｗｊ＝１＋
Ｉｙｙ
Ａ
（ｊπ
ｌ
）
２

；ｊ＝

１，２，３，…。

由式（２２）第一个方程组的第二项可以看出，

系统轴向刚度随系统空间运动的角速度增大而减

少。但由于系统的固有刚度在数量级上远大于

ω２３，故其对轴向振动的影响不大。从后两个方程
组的第二、三项可以看出，系统水平方向和横向的
刚度随系统空间运动的角速度增加而增大。此
外，在系统发生绕ｚ轴定轴转动时，梁体结构的轴
向变形ｕ与水平方向变形ｖ相互耦合，横向变形

ｗ 与车辆位移ｚ１ 相互耦合。因此，为方便计算处
理，在进行系统的车－桥耦合振动响应分析时，只
需对式（２２）后两项方程组进行计算分析即可。

３　数值分析与讨论

３．１　案例分析
考虑如下的车－桥耦合系统，参数取自文献

［１５］：杨氏模量Ｅ＝２．８７×１０６　ｋＮ／ｍ２，惯性矩

Ｉｙ＝２．９０ｍ４，Ｉｚ＝２．４０ｍ４，梁长Ｌ＝２５ｍ，其中，
梁单位长度质量ｍｂ＝２　３０３ｋｇ，体密度ρ＝７　２００
ｋｇ／ｍ３，车体质量ｍｃ＝５　７５０ｋｇ，悬架刚度ｋ＝
１　５９５ｋＮ／ｍ，忽略悬架阻尼。

为验证该模型的合理性，基于本研究的计算
方法分析惯性参考系下车－桥耦合系统的动力学
响应，并选取和参考文献［１５］相同的参数，取车体
移动速度ｖ＝２７．７８ｍ／ｓ，转动角速ω３＝０ｒａｄ／ｓ。
为提高计算效率，取前三阶模态进行分析。

采用基于四阶－五阶Ｒｕｎｇｅ－Ｋｕｔｔａ功能函数的
商业计算软件 ＭＡＴＬＡＢ对方程进行编程求解。

图２和图３分别为梁体跨中处横向振动及车体的
位移时程图。从图２，３可以看出，基于本研究计
算方法得出的数值结果与参考文献［１５］的数据基
本吻合。由于本研究计算方法包含了高阶模态的
影响，因此计算结果更为准确。

图４和图５为梁体跨中横向振动及车体加速
度时程图。从图４，５可以看出，在计及高阶模态
的影响时，梁体跨中横向振动加速度相比于参考
文献数据，出现了明显的波动现象，车体加速度较
参考文献的计算结果更为平稳，加速度峰值有所
降低。上述的对比分析可以证明本研究计算方法
的正确性。

１５
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图２　跨中横向位移时程

Ｆｉｇ．２　Ｍｉｄｐｏｉｎｔ　ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ　ｏｆ　ｂｒｉｄｇｅ

图３　车体位移时程

Ｆｉｇ．３　Ｖｅｒｔｉｃａｌ　ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ　ｏｆ　ｖｅｈｉｃｌｅ

图４　跨中横向加速度时程

Ｆｉｇ．４　Ｍｉｄｐｏｉｎｔ　ａｃｃｅｌｅｒａｔｉｏｎ　ｏｆ　ｂｒｉｄｇｅ

图５　车体加速度时程

Ｆｉｇ．５　Ｖｅｒｔｉｃａｌ　ａｃｃｅｌｅｒａｔｉｏｎ　ｏｆ　ｂｒｉｄｇｅ　ａｎｄ　ｖｅｈｉｃｌｅ

３．２　梁结构相对转动速度对车－桥耦合振动系统

的影响

　　考虑转速对系统的影响，取行车速度ｖ＝
２７．７８ｍ／ｓ，系统作匀速转动，分别考虑转动角速

度在取０，２，５，１０ｒａｄ／ｓ时对系统的影响。图６给

出了梁体跨中处横向振动及车体在不同ω３ 转速
取值下的位移时程。从图６可以看出，随着ω３ 取
值的增加，梁体跨中横向振动响应幅值逐渐减小，

车体位移呈现出相同的变化趋势。由此可见，在

系统做大范围空间运动时，梁体的横向振动刚度

随空间运动角速度的增加而增大，从而降低了横

向振动的位移幅值，通过耦合关系继而也削弱了

车体的振动响应。当角速度继续增加到某一临界

值时，横向振动会由于刚度的增加而出现动力刚

化现象。而在传统惯性参考系下做车－桥耦合振

动分析时是不会考虑到这一因素的影响的。

图６　转动角速度对系统的影响

Ｆｉｇ．６　Ｔｈｅ　ｉｎｆｌｕｅｎｃｅ　ｏｆ　ｒｏｔａｔｉｎｇ　ｓｐｅｅｄ

ｏｎ　ｔｈｅ　ｓｙｓｔｅｍ　ｒｅｓｐｏｎｓｅ

４　结论

作者对非惯性参考系中车－桥耦合非线性振
动响应进行了分析计算，得到如下结论。
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１）在研究车－桥系统耦合振动响应过程中，

由外部激励作用所引起的桥梁结构的空间运动与

车－桥耦合振动系统中桥梁的变形运动存在着耦
合关系，因此在对车－桥耦合振动系统分析时，应
考虑外部激励对系统的影响。基于非惯性参考视
角建模分析，有助于直观、准确地反映各物理量之
间的联系。

２）在外部强激励作用所引起的桥梁支座相对
水平转动时，转动角速度对车－桥耦合系统刚度
具有显著的影响，其中，系统轴向刚度随转动角速
度的增大而减少，系统水平方向及横向刚度随转
动角速度的增加而增大。由于梁体轴向固有刚度
在数量级上远大于ω２３，故对系统轴向振动影响较
小，但对系统水平振动及横向振动影响明显。

３）梁体结构轴向变形运动与水平方向变形运
动相互耦合，横向变形运动与车辆振动位移相互
耦合。因此随着角速度的增加，系统横向刚度不
断增大，从而降低了梁体横向振动的位移幅值；当
角速度继续增加到某一临界值时，横向振动会由
于刚度的增加而出现动力刚化现象。此外，由于
车体振动与梁体横向振动之间的耦合关系，车体
振动位移也随转动角速度的增加而减弱。
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